


Redukcja ukladow sil
dzialajacych na bryly sztywne

W zadaniach tego rozdziatu wykorzystuje si¢ zasady redukcji uktadow sit wyktadane
w ramach mechaniki ogdlnej i powtdrzone w tomie 1 podrecznika.

Zadanie 1

Zredukowa¢ uktad sit przytozonych do idealnie sztywnej kostki pokazanej na rysunku
1.1a. Jako punkt redukcji przyjaé poczatek uktadu wspotrzednych. Zatozy¢, ze:

mod P, = P, mod P, = 2P, mod P; = 2P, mod M = +/17 Pa".
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Rozwiazanie

Na kostke dzialaja trzy sity skupione P;, P,, P; oraz moment M. Zredukowanie tego ukta-
du do punktu 0 oznacza, Ze nalezy znalez¢ najprostszy uktad zastepczy, przylozony w punk-
cie 0, ktory bedzie powodowat taki sam ruch kostki, jak przytozony do niej uktad ztozony
{Pl’ P29 P3’ M}'

Poprzenosmy zatem, zgodnie z zasadami redukcji, poszczegolne sity do punktu 0.
Przenoszac site P, otrzymamy sit¢ P, = i;P przylozona do punktu 0 oraz moment wynikaja-
cy z jej przeniesienia X;. Wektor przeniesienia sity P; oznaczymy przez r;. Ma on poczatek
w punkcie redukcji 0, a koniec w dowolnym punkcie potozonym na kierunku dziatania sity
P;. Obliczenia momentu X; beda najprostsze, gdy zatozymy ry = i; 2a, to znaczy tak, jak po-
kazano na rysunku 1.1a. Moment ten bgdzie réwny:

1) Analogiczne oznaczenia wektoréw i ich modutéw sa stosowane w calej ksiazce. Dlatego, gdy wielkos¢ wekto-
rowa jest przedstawiana czcionka niewytluszczona, to mamy na mysli jej modut.
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Postepujac podobnie z pozostatymi sitami, w punkcie 0 otrzymamy:

— sitg P, = i, 2P oraz moment od jej przeniesienia X, = i; 2P a;
— silg P3 = i; 2P oraz moment od jej przeniesienia X; = i; 8P a;
— moment M = —i; Pa—i, 4Pa od rownoleglego przeniesienia momentu skupionego M.
Wobec powyzszego, sita ogolna uktadu P, wyniesie:
P,=2P;=P,+P,+P;=i,P+i,2P +i52P,

natomiast moment ogdlny M jest réwny:

M,=2rAPi+M =X, + X, + X35+ M=i,7Pa—i,2Pa+i;2Pa.
Otrzymany uktad {P,, M,}, przytozony do punktu 0 (rys. 1.1b), zastgpuje uktad ztozony
{Pl, P29 P3, M}'
Sprawdzmy jeszcze, czy moment M, jest prostopadty do sity P,. Gdyby tak bylo, to uktad
sit dzialajacych na kostkg¢ mozna by zastapi¢ tylko jedna sita — sita wypadkowa. W tym celu
obliczymy iloczyn skalarowy wektoréw P, i M,:

P, M,=P-7Pa+2P-(-2Pa)+2P-2Pa="7P*a #0.

A zatem uktadu tego nie mozna zredukowa¢ do wypadkowe;j, lecz co najwyzej do skretnika,
to znaczy do sily ogdlnej i momentu ogdlnego w jej kierunku.

Zadanie 2

Zredukowaé¢ do punktu A ukfad sit dziatajacych na sztywna kostke¢ pokazang na
rysunku 1.2a.

Przyja¢: mod P, = \/g P, mod P, =P, mod P; =P, mod M=Pa.
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Rozwigzanie

Nie bedziemy juz teraz przedstawiali szczegdlowego rozumowania tlumaczacego sens
redukcji, lecz skupimy uwage na praktycznym obliczeniu P, i M,.
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Wyznaczymy najpierw sil¢ ogolna P,. W tym celu przedstawimy poszczegodlne sity dzia-
lajace na kostke poprzez wspotrzedne i wektory bazy:
. 1 . 2 . .

P, = Iz\/gpf +|3\/§Pf = |2P+|32P,

P,=0,P,

P3 == i3 P.
Sity te przenosimy do punktu A i obliczamy sil¢ ogdlna, ktora — zgodnie z definicja — jest
suma wszystkich sit dziatajacych na uktad. Sita ogolna P, wynosi:

POZ > Pi= i22P+ i3P

Obliczmy teraz moment ogdlny M,, bedacy suma poszczegodlnych momentdéw dziatajacych
na kostkeg oraz momentdéw od przeniesienia sit do punktu redukcji A. Mozna to zrobié¢ tak
samo, jak w przypadku zadania poprzedniego, to znaczy dobierajac promienie przeniesie-
nia ry, r, (tu r; = 0) i uktadajac zaleznosci analogiczne do oznaczonej tam przez (a), albo tez
oblicza¢ sktadowe bezposrednio wykorzystujac fakt, ze moment wzgledem punktu (tu
punktu redukcji) jest rowny sumie momentdw wokot przecinajacych w nim osi uktadu
wspotrzednych. Znak sktadowej momentu okre$la wowczas tzw. regula Sruby prawo-
skretnej. W rozwazanym zadaniu otrzymamy:

M=-i,Pa,
X, =—ip4Pa+i32Pa,
X, =i12Pa+i;2Pa,
X;=0.

Moment ogdlny bedzie wigc rowny:

M,=ZX +M=i,2Pa—i,5Pa+i;4Pa.

Sprawdzmy jeszcze, czy wyznaczony moment ogdlny jest prostopadty do sity ogdlne;j.
W tym celu obliczymy iloczyn skalarowy wektoréw P,i M,:

P, M,=02Pa+2P-(-5Pa) + P-4Pa=—6P*a#0.

Wobec takiego wyniku mozna stwierdzi¢, ze uklad sit przytozony do kostki z rysunku 1.2a
redukuje si¢ do skretnika. Moment ogdlny M, i site ogdlng P, przedstawiono na rysunku 1.2b.

Zadanie 3

Zredukowa¢ do punktu A ptaski uktad sit dziatajacy na sztywna kostkg z rysunku 1.3a
oraz znalez¢ wypadkowa tego uktadu, jesli ona istnieje.

Przyja¢: mod M = 3Pa, mod P, =P \/E , mod P, =2P, mod P; =P.

Rozwigzanie

Zredukujmy najpierw podany uktad sit do punktu A. Otrzymamy tam sit¢ ogolna:
PO=P1 +P2+P3=i]P—izP—iZZP—i]P=—i23P.
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Moment ogélny M, ktoéry musi by¢ przylozony w punkcie A razem z sita P, jest suma mo-
mentow skupionych przylozonych do kostki oraz momentéw wynikajacych z przeniesienia
sit. Przeniesienia te sa dokonywane w plaszczyznie {x;, X,}, a wigc momenty od przenie-
sien sit beda prostopadte do tej ptaszczyzny. Modul momentu ogdlnego wyniesie:

M,=M + P3;2a+ P,0=3Pa+ 2Pa=5Pa.

Moment M, jest prostopadty do sity P,, a wigc otrzymany w punkcie A uktad {P,, M,} mo-
zna redukowac dalej i poszukiwa¢ jego wypadkowej. Aby znalez¢ prosta, na ktorej sita P,
stanie si¢ wypadkowa W (rys. 1.3b), przesuwamy sit¢ P, réwnolegle o pewien odcinek x
w plaszczyznie {xi, X,}.
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Rys. 1.3

Przesunigcia mozemy tu dokonaé 'w lewo' lub 'w prawo' od punktu A. Akurat w tym przy-
padku odcinek x odmierzymy 'w prawo', poniewaz moment od przeniesienia sity P, bedzie
miat wowczas zwrot przeciwny do momentu M,. Daje to szansg zredukowania obydwu tych
momentow. Nastapi to wowczas, gdy:

M, _5Pa_5,

P 3P 37

o

P, x=M,, skad: x =

Tak wigc rozwazany uktad sit redukuje si¢ do wypadkowej W, ktorej modut wynosi 3P
i ktora dziata na prostej przesunigtej 'w prawo' od punktu A o odleglos¢ x = 2 a

3
Zadanie 4

Idealnie sztywna belka o wymiarach bxhxa (rys. 1.4a) jest obciazona na gornej po-
wierzchni ci$nieniem p(psx, Py, P2), ktorego rozktad opisuja funkcje:

px=0, py=0, p,=p, (1 = 3).

Zredukowa¢ ten uktad obciazenia, przyjmujac punkt redukcji w poczatku ukladu wspot-
rzednych {x,y, z}. Zalozy¢, ze o$ x taczy $rodki cigzkosci przekrojow belki.
Rozwiazanie

Zastosujmy najpierw pewien prosty zabieg, ktéry pozwoli na 'sprowadzenie' rozwaza-
nego zadania do jednowymiarowego. Widoczne jest, ze sktadowa p, (rys. 1.4a) nie zalezy od
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wspolrzednej y. Podczas dalszych analiz warto zatem postugiwaé si¢ nie ci$nieniem p,
o wymiarze N/mm’, lecz wielkoscia q = p, b, ktéra ma wymiar N/mm i jest nazywana
obciazeniem ciaglym o intensywnosci q lub, krétko, wydatkiem obciazenia. Wydatek q na-
lezy, co oczywiste, przyktadac¢ do belki w ptaszczyznie {x, z}, poniewaz jest ona plaszczy-
zng symetrii rozktadu cis$nienia p,(X, y).

a)
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Rys. 1.4

W rezultacie — w miejsce wyjsciowego, przestrzennego uktadu obciazenia — mozna rozwazaé
zadanie redukcji dla zastgpczego uktadu plaskiego, pokazanego na rysunku 1.4b. Obciazenie
belki stanowi teraz uktad liniowo zmieniajacych si¢ wydatkow:

Q(X)=Pob(1_ §)=q0(1_ %)7

ktore nalezy zredukowaé do punktu 0.

Aby to uczyni¢, nalezy kazda z elementarnych sit dP (dP = q(x) dx) przenie$¢ do punktu 0.
Jest to przeniesienie rownolegle, a wigc w punkcie 0 przyktada sig¢ sitg¢ dP oraz moment dM
od jej przeniesienia (rys. 1.4b), réwny:

dM ==xdP = x q(x) dx
i prostopadty do {x, z}.

Podobnie postepuje si¢ ze wszystkimi sitami elementarnymi dP. Otrzymamy zatem:

Po= [qdx = [go(1 - X)dx = %qoa
0 0

oraz:

M, = qu(x)dx:.[xqo(l— %)dx: %qoaz.
0 0
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Moment M, jest prostopadty do sity P,, co pozwala na dalsza redukcj¢ uktadu i poszuki-
wanie jego wypadkowej. W tym celu dokonajmy réwnolegtego przeniesienia P, i M,
'w prawo' o odleglo$¢ x; (rys. 1.4c) do pewnego punktu A. Otrzymamy wtedy sil¢ ogélna
P, oraz moment, ktérego modut wyniesie: MOA =M, — P, x;. W celu wyznaczenia polozenia

wypadkowej wystarczy jeszcze zazada¢, aby modut M’ byt réwny zero, skad otrzymamy:

1 2
_ Mo _ gqoa _ l
X1 = P = 1 = 3 a.
o qua

Tak wigc punkt, przez ktory przechodzi wypadkowa rozwazanego obciazenia ciaglego, lezy

w odlegtosci %a od punktu 0.

Warto zwroci¢ uwagg, ze jest to wspotrzedna srodka cigzkosci pola zawartego pod funkcja
q(x) (rys. 1.4b). Wlasciwos$¢ ta uogolnia si¢ na dowolne — ciagte w przedziatach — rozktady
wydatkéw q(x).

Naturalnie, operowanie w tym zadaniu inzynierskim opisem uktadu wspotrzednych {x, y, z}
nie ma wigkszego znaczenia. Rownie dobrze mozna bylo uzywaé oznaczen {xi, X, X3}, jak
w zadaniach poprzednich.

Zadanie 5

Zredukowa¢ do punktu A uktad obciazen ciaglych, dziatajacy na belkg pokazana na
rysunku 1.5a,.
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Rozwiazanie
Dziatanie obciazenia ciagltego w przedziale [0, a] mozna zastapi¢ jego wypadkowa
Q; (Q, = —17 doa), przytozona w punkcie x; = % a (rys. 1.5b), natomiast rozktad q(x) w prze-

dziale [a, 2a] — jego wypadkowa Q, (Q, = g, a), przytozona w punkcie x, = -%— a. Redukujac
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otrzymany w ten sposéb uktad sit Q;, Q, do punktu A (rys. 1.5¢) wyznaczymy wartosci
modutow uktadu {P,, M,}:

P0=Q1+Q2: %qu,

M, =Q, %a—Ql %a= %qoaz— %qoa2 = %qoaz.

Moment M, jest prostopadty do P, a wigc rozwazany uktad ma wypadkowa.

Sity Q;, Q, zostaly tu przedstawione przy pomocy strzatek zbudowanych z okrggow i nie-
wypehionych grotow. Takie oznaczenia wypadkowych obciazen ciaglych sa przyjmowane
w catym podrgczniku.

Zadanie 6

Zredukowaé uklady sit przylozone do idealnie sztywnych kostek, pokazanych na
rysunkach 1.6 i 1.7. W obu przypadkach jako punkt redukcji przyja¢ poczatek uktadu
wspotrzednych.
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Zadanie 7

Zredukowa¢ ptaskie uktady sil, przytozone do sztywnych elementdéw tarczowych, po-
kazanych na rysunkach 1.8 i 1.9. Znalez¢ wypadkowe tych uktadéw, jesli one istnieja.
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