Rozdzial 2

Jednowymiarowe zmienne losowe

2.1. Zmienna losowa i jej rozktad

Definicja 2.1. Najmniejsza o-algebre podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych
R zawierajaca przedzialy (—oo,z), gdzie z € R, nazywamy rodzing zbioréw bore-
lowskich na prostej i oznaczamy symbolem B (R).

Bezposrednio z definicji wynika, ze zbiorami borelowskimi sg przedziaty
(a,b) = (—00,b) — (—00,a) .

Poniewaz kazdy przedzial otwarty (domkniety) mozna przedstawi¢ w postaci
przeliczalnej sumy (iloczynu) przedzialéw (a,b), wiec kazdy przedzial otwarty
(domkniety) jest réwniez zbiorem borelowskim. Wynika stad w szczegdlnodcei, ze
dowolny zbiér jednopunktowy jest zbiorem borelowskim, a w konsekwencji i kazdy
zbidr przeliczalny jest takze zbiorem borelowskim.

Wszystkie podzbiory zbioru liczb rzeczywistych, ktére bedziemy rozpatry-
wali w tym skrypcie beda zbiorami borelowskimi. Istnieja takze zbiory, ktore nie
sg borelowskie; przyktady takich zbioréw mozna podaé korzystajac z przyjetego
w teorii mnogosci pewnika wyboru.

Pojecie rodziny zbioréw borelowskich pozwala sprecyzowaé okreslenie prawdo-
podobienstwa geometrycznego. Zaktadamy, ze 2 C R jest zbiorem borelowskim.
Za rodzine zdarzen losowych 9 przyjmujemy rodzine B(€)) zawierajaca zbiory
postaci B N Q, gdzie B € B (R). Prawdopodobienstwo P definiujemy wzorem
P(A) = %, gdzie | - | oznacza jednowymiarowa miare Lebesgue’a. Podobnie,
korzystajac z pojecia zbioréw borelowskich w przestrzeni R™ (por. rozdzial 3)
i n-wymiarowej miary Lebesgue’a | - |, okreslamy prawdopodobiefistwo geome-
tryczne, gdy 2 C R™.

Definicja 2.2. Niech (Q, 01, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Funkcje
X : Q — R nazywamy jednowymiarowq zmienng losowq wtedy i tylko wtedy, gdy
X~YB) € M dla kazdego B € B (R).

Warunek podany w definicji 2.2 oznacza, ze dla dowolnego zbioru borelow-
skiego B € B (R) zbiér X 1(B) = {w € Q: X(w) € B} jest zdarzeniem losowym,
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mozna zatem obliczy¢ jego prawdopodobienstwo. W szczegdlnosci mozna dla do-
wolnego = € R wyznaczy¢ prawdopodobienstwa zdarzen {w €  : X (w) < z} oraz
{w € Q: X(w) = z}. Jesli rodzina zdarzen losowych sklada si¢ ze wszystkich pod-
zbioréw zbioru 2, to kazda funkcja X : 2 — R jest oczywiscie zmienng losowsq.
Niezbyt precyzyjnie, zmienng losowa nazywamy wtedy funkcje, ktéra przyjmuje
rozne warto$ci w zaleznosci od przypadku.

Definicja 2.3. Rozkladem prawdopodobienstwa zmiennej losowej X : 2 — R
nazywamy funkcje Py : B (R) — R okreslona dla dowolnego B € B (R) wzorem
Px(B)=P{weQ: X(w) € B}).

Latwo mozna sprawdzi¢, ze funkcja Px spelnia aksjomaty definicji 1.11, jest
ona zatem prawdopodobienstwem okreslonym na o-algebrze podzbioréw borelow-
skich prostej. Oznacza to, ze kazda zmienna losowa X : 2 — R generuje nowa
przestrzen probabilistyczna (R, B (R), Px).

Przyktad 2.4. Niech X oznacza liczbe wyrzuconych ortéw w dwukrotnym
rzucie moneta symetryczna. Wykazemy, ze X jest zmienng losowa i wyznaczymy
jej rozklad.

Rozwigzanie. Zbiorem zdarzen elementarnych jest

Q={(0,0),(0,R),(R,0),(R,R

SN—
—
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zdarzeniami losowymi sa wszystkie podzbiory zbioru 2. Prawdopodobienstwo
zdarzenia losowego A okreslone jest wzorem P(A) = %. Funkcja X : Q@ — R

przyjmuje wartosci:
X((0,0)) =2, X((O,R)) =1, X((R,0)) =1, X((R,R)) = 0.

Latwo mozna sprawdzié, ze dla dowolnego zbioru borelowskiego B zbiér X ~1(B)
jest zdarzeniem losowym. Rozklad Px okreslony jest nastepujaco

0, jesli 0¢BA1¢ BAN2¢ B,

jesli (0e BA1¢BAN2¢B)V(0¢ BA1¢ BA2€ B),
jesli (0¢ BAN1e€BA2¢B)V(0e BAN1¢ BA2€ B),
jesli (0¢ BA1eBA2€eB)V(0e BAN1€ BA2¢ B),
jesli 0e BAN1e BA2€ B.

Zmienna losowa X z przykladu 2.4 przyjmuje tylko skonczona liczbe war-
tosci, jej rozklad skoncentrowany jest w trzech punktach 0, 1, 2. Wyznaczanie
tego typu rozkladow przez wypisanie wszystkich mozliwych przypadkéw bytoby
bardzo uciazliwe przy wiekszej liczbie wartosci przyjmowanych przez zmienna lo-

sowa. Metode okreslania takich rozkltadéow podamy dalej, gdy bedziemy omawiali
tzw. rozklady skokowe.

Px(B) =

1
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1
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Definicja 2.5. Dystrybuantg rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej
X : @ — R nazywamy funkcje F'x : R — R okreslong wzorem
Fx(r) =P({weQ: X(w) <z}t

Poniewaz {w € Q : X(w) < 2} = {w € O : X(w) € (—o0, )}, wiec war-
tos$é dystrybuanty Fx(z) jest rowna prawdopodobienstwu zdarzenia, Ze zmienna
losowa X przyjmuje wartosci nalezace do przedziatu (—oo, z).

Przyktad 2.6. Wyznaczymy dystrybuante zmiennej losowej z przyktadu 2.4.

Rozwigzanie. Rozwazmy cztery przypadki:
a) Jedli z < 0, to

Fx(z)=P{weQ: X(w) <z})=PH{weN: X(w) € (—o0,z)}) = P(0)

I
e

b) Dla 0 < z < 1 mamy

Fx(z) =P{weQ: X(w)<z})=PH{weQ: X(w) € (—0,2)}) =
— P({weQ: X(w) = 0}) = P{(R, R)}) = 1.

c) Dla 1 < x < 2 mamy

Fx(z)=P{weQ: X(w)<z})=PH{weN: X(w) € (—0,2)}) =
=P{weN: X(w) =0V X(w)=1}) = P({(R,R),(0,R), (R,0)}) = 3.

d) W ostatnim przypadku, gdy = > 2, otrzymujemy

Fx(z)=P{we: X(w)<z})=PHweN: X(w) € (—o0,z)}) =
=P{weQ: X(w)=0vVX(w) =1VX(w)=2})=P(Q)=1.

Przyktad 2.7. Niech ((0,1),%((0,1)),| - |), gdzie | - | oznacza miare Lebes-
gue’a, bedzie przestrzenia probabilistyczna. Wykazemy, ze funkcja X : (0,1) — R
okreslona wzorem X (a) = a jest zmienna losowa i wyznaczymy jej dystrybuante.

Rozwigzanie. Dla dowolnego zbioru B € B (R) mamy X 1(B) = BN (0,1),
a wiec X }(B) jest podzbiorem borelowskim przedziatu (0,1); co oznacza, ze X
jest zmienng losowa. Korzystajac z okreslenia prawdopodobienstwa geometrycz-
nego, otrzymujemy

0 dla z <0,

Fx(x) = P({a € (0.1) a<a}) = [(0,1) N (~00,2) [ ={ @ dla 0<z<1,
1 dla x> 1.

1 W wielu podrecznikach dystrybuante zmiennej losowej X okresla sie wzorem
Fx(z) =P({w e Q: X(w) < z}).
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W dalszym ciagu zamiastpisa¢ P({w € 2 : X (w) € B}) bedziemy pisali krétko
P(X € B); w szczegdlnosci prawdopodobienstwo zdarzenia, ze zmienna losowa
przyjmuje wartosci w przedziale (a,b) bedziemy oznaczali przez P(a < X < b),
a dystrybuante zmiennej X bedziemy zapisywali w postaci F(z) = P(X < ).

Twierdzenie 2.8 (wlasnosci dystrybuanty). Funkcja F: R — R jest dys-
trybuantq rozkladu prawdopodobieristwa jednowymiarowej zmiennej losowej wtedy
1 tylko wtedy, gdy:

a) lim F(x)=0, lim F(x)=1;

r——00 T——+00
b) F jest funkcjq prawostronnie cigglq?®;
c) F jest funkcjq niemalejgcq.

Definicja 2.9. Punkt xg nazywamy punktem skokowym dystrybuanty F wtedy
i tylko wtedy, gdy F'(xz¢) — F(z¢o — 0) > 0, gdzie F(xo — 0) oznacza granice le-
wostronna funkcji F' w punkcie xg. Liczbe F(xg) — F(z¢ — 0) nazywamy skokiem
dystrybuanty F' w punkcie xg.

Niech S = {z € R: F(z) — F(z — 0) > 0} oznacza zbiér wszystkich punktéw
skokowych dystrybuanty F.

Twierdzenie 2.10. Zbior S wszystkich punktéw skokowych dystrybuanty F
jest co najwyzej przeliczalny.

7 twierdzenia 2.10 wynika, ze punkty skokowe dystrybuanty mozna ustawié¢
w ciag (skonczony lub nieskonczony), tzn. S = {z1, 2, ..., Tk, ... }.

Definicja 2.11. Moéwimy, ze zmienna losowa X ma rozklad czysto skokowy
wtedy i tylko wtedy, gdy jej dystrybuanta F' spelnia warunek

> (F(ag) — F(zp —0)) =1
TEES
Funkcje p : S — R okreslong wzorem p(zx) = F(x) — F(xr — 0) nazywamy
funkcjg prawdopodobienstwa rozktadu zmiennej X . Rozklad prawdopodobienstwa

Px jest okreslony przez funkcje p wzorem Px(B) = Y. p(xg), a dystrybuanta
€SNB
— wzorem o

F(z)= % plxg).

T <T

Rozklady czysto skokowe okreslamy podajac funkcje prawdopodobienstwa lub
(gdy zbiér S jest skoficzony) za pomoca tabeli postaci

Tk I T2 tee In
Pe | P1 | P2 " | Pn

2 Jesli F(z) = P(X < ), to F jest funkcja lewostronnie ciagta.



