Complex theories do not work, simple algorithms do.’

ROZDZIAL 11

KOMPRESJA DANYCH

W rozdziale tym omawiamy metody kodowania oparte na dazeniu, aby
srednia dlugos¢ stow kodowych byla jak najmniejsza. Metody te maja
zastosowanie w bezstratnej kompresji danych, np. w celu zmniejszenia objetosci
przechowywanych plikow lub przesylanych danych. Prowadzone rozwazania sa
ograniczone do kodowania binarnego.

4. Kodowanie Shannona’

Nierownos$é Krafta

Nieréwno$é Krafta® umozliwia oceng, czy mozna zbudowa¢ kod przed-
rostkowy (a wigc i natychmiastowy) dla zadanych dlugosci poszczegodlnych
stow kodowych.

Przyjmiemy, ze alfabet wejsciowy sklada si¢ z n symboli. Rozwazymy
kod binarny, dla ktérego okre§lone sa dlugosci poszczegdlnych stow kodowych:
ky,k,,....k,. Jest oczywiste, ze im stowa kodowe sa krotsze (tzn. im warto$ci

k; mniejsze), tym kodowanie jest bardziej zwigzle. Na pytanie, czy zestaw

' Na podstawie: V.N. Vapnik, The Nature of Statistical Learning Theory, Preface to the First Edi-
tion, Springer-Verlag, 2000.

% Podstawowa praca Claude’a Elwooda Shannona (1916-2001) to: A mathematical theory of
communication, Bell System Technical Journal, Vol. 27 (1948), No 3, 379-423, No 4, 623-656.
Przedstawiono tam m.in.: modele Zrddta informacji, pojgcie entropii oraz tzw. twierdzenie o kodo-
waniu (wraz ze zwiazana z nim metoda kodowania).

3 Praca oryginalna: Leon G. Kraft (1949), 4 device for quantizing, grouping, and coding amplitu-
de modulated pulses, Cambridge, MA: MS Thesis, Electrical Engineering Department, Massachu-
setts Institute of Technology.
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dhugosci k,.k,,....k
maksymalnie zwigztego kodu, nie planujemy zbyt krotkich stow kodowych,
odpowiada nastgpujace twierdzenie.

stow kodowych jest dopuszczalny, tzn. czy dazac do

n

Kod przedrostkowy” spetnia nastgpujaca nierdwno$é (Krafta):
(4.1) PR
i=1

Wykorzystywanie tej nierdwnosci opiera si¢ na twierdzeniu przeciw-
stawnym: jesli nieréwno$¢ Krafta nie jest spetniona, to nie istnieje kod
przedrostkowy o rozpatrywanych dlugosciach stow kodowych. Jesli np.

4
[k key e kg ]=[1,2,2,3], to D 27" =14t le =251, Zatem przy zada-
i=1

nych dtugosciach stow kodowych nie mozna zbudowac kodu przedrostkowego.

A
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241 =g 24224 %3 -9 24t

Rys. 4.1. Tlustracja do dowodu nierownos$ci Krafta: k=4, k; =1, ky, =2, k3 =3,
5
ky=4, ks=4, Zz"*"f =234+2242'4+2%420 =16

i=1

Dowod nier6wnos$ci oprzemy na wykorzystaniu konstrukcji kodu przed-
rostkowego na podstawie drzewa binarnego.

* Twierdzenie to mozna uogdlni¢, dowodzac teze dla kodu jednoznacznie dekodowalnego. Wynik
tego uogodlnienia jest znany jako twierdzenie McMillana. Artykutl oryginalny: B. McMillan, Two
inequalities implied by unique decipherability, Information Theory, IRE Transactions, Volume 2,
Issue 4, December 1956, 115-116.
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Oznaczymy: kZmax{kl,kz,... k } Na podstawie rys.4.1 mamy:

>™%n

22" i <2k Zauwazmy bowiem, ze jesli i-ty 1i§¢ lezy na poziomie k;, to blo-

i=1

kuje (nie pozwala na wykorzystanie) 2% lezacych nizej lisci (na poziomie k).

Aby uzyska¢ tezg, nalezy pomnozy¢ obie strony uzyskanej nierdwnos$ci
-k

przez 27" .

Model zrédta informacji

Praktyczny problem zwigztego kodowania polega na tym, aby zadane
teksty kodowa¢ za pomoca jak najkrotszych ciagéw symboli wyjsciowych.
Rozwiazanie tego problemu wymaga sformutowania zatozen dotyczacych kodo-
wanego tekstu. Zatozenia te zwykle przedstawia sig, formulujac model zrodia
informacji.

Dla dalszych rozwazan bgdziemy wykorzystywaé model odpowiadajacy
sytuacji, kiedy odbiorca zna jedynie liczby wystapien poszczegdlnych symboli
w kodowanym ciagu symboli, a nie zna zasad (mechanizmu) emisji kolejnych
symboli. Oznaczymy przez N,,N,,...,N, liczby wystapien poszczegdlnych
symboli w kodowanym ciagu, przy czym catkowita dtugos¢ ciagu jest rowna
N=N,+N,+---+N, . lloraz

N.

42 =i
4.2) Pi=y

oznacza czgsto$¢ wystgpowania symbolu N,;. Brak znajomosci zasad emisji
kolejnych symboli odzwierciedla si¢ w modelu, przyjmujac, ze emisja pojedyn-
czego symbolu jest wynikiem losowego wyboru. Losowanie odbywa si¢ z urny
zawierajacej odpowiednio N, N,,..., N, poszczegdlnych symboli. Symbole sa
losowane ze zwracaniem (wylosowany symbol powraca do urny przed nastgp-
nym losowaniem). Przy tym zalozeniu czgsto$¢ p; jest rowna prawdopodo-
bienstwu wylosowania tego symbolu’. Zauwazmy, ze w przyjetym schemacie
losowania (ze zwracaniem) prawdopodobienstwa p; emisji symboli nie zmie-
niaja si¢. Prawdopodobienstwa te nie zaleza wigc od poprzednio wygenerowa-
nych symboli. W takim przypadku mowi sig, ze zrodlo jest bez pamieci.

Dalsze rozwazania przeprowadzimy dla zadanego modelu zrédia
informacji (bez pamigci): alfabet zrodia sklada si¢ z n symboli,

> Bedziemy uzywaé zamiennie okreslen: prawdopodobieiistwo (w celu podkreslenia losowosci
emisji symboli) i1 czestos¢ (w celu uwypuklenia sposobu wyznaczenia warto$ci prawdo-
podobienstwa).
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a prawdopodobienstwa wygenerowania (wyemitowania) symboli sa odpo-
wiednio rowne: py, p,,..., P, -

Oznaczymy dla zadanego kodu dtugosci poszczegbélnych stow kodowych
jako ki, k,,....k,. Srednia dtugo$¢ stow kodowych jest rowna:
_ Niky + Nk, +---+ Nk,
N

4.3) L

gdzie, jak poprzednio, N,,N,,...,N,

, oznaczaja liczby wystapien poszczegol-
nych symboli w kodowanym ciagu (catkowita dlugo$¢ ciagu jest réwna
N =N, +N, +---+N,). Wykorzystujac (4.2), uzyskujemy wzor:

N,

N N <
4.4 L=k +—2k ++—2k = E k,
( ) N 1 N 2 N n i:1pz1

Jak powiedzieliSmy wczes$niej, im stowa kodowe sa krotsze (tzn. im war-
tosci k; mniejsze), tym kodowanie jest bardziej zwigzte. Stowa kodowe nie
moga by¢ jednak zbyt krotkie ze wzgledu na konieczno$¢ spehienia nie-
réwnosci Krafta.

Wsrod kodow spetniajacych nierownos¢ Krafta bedziemy poszukiwaé
takiego, ktory dla zadanego zrédta informacji zapewni najmniejsza srednia dhu-
gos¢ stow kodowych. Do$¢ oczywiste jest spostrzezenie, ze symbole wystepu-
jace czesciej powinny by¢ reprezentowane przez krotsze stowa kodowe.
Spostrzezenie to sformutujemy nastepujaco:

Spostrzezenie 1

Dla kodu o najmniejszej sredniej diugosci stow kodowych spetniony jest
warunek: jesli p; > p;, to k; <k;.

W celu wykazania prawdziwos$ci tego spostrzezenia wybierzemy dwa
symbole o indeksach [, j takie, ze p, > p;. Obliczymy srednig dlugos¢ stow
kodowych:

(4.5) L= pk +pk;+pk

i#l
i#j

Przyjmiemy: k; =u, k; =v, przy czym u<v (tzn. czglciej wystgpujacemu
symbolowi odpowiada krotsze stowo kodowe). Srednia dtugosé¢ stow kodowych
wtedy wynosi:

(4.6) L =Y pk+py+ pu
i#l
i#j
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Przyjmiemy teraz przeciwne warto$ci dtugosci stow kodowych: k; =v, k; =u.

Srednia dugos¢ stow kodowych wtedy wynosi:

4.7) L, = Zpl.kl. +pu+py
i#l
i#j

Réznica migdzy uzyskanymi warto$ciami jest rowna:

(4.8) L —L,=u(p,—p;,)—v(p,—p;)=(p,—p;)(u—v)

Wynika stad, ze L, —L, <0. A wigc pierwsze przyporzadkowanie daje mniej-
sza wartosc¢ $redniej dtugosci ciagow kodowych.

Kod Eliasa

Metoda Eliasa opiera si¢ na zasadzie, aby czgsto wystgpujacy symbol
wejsciowy reprezentowac krotkim stowem kodowym. Stad pomyst, aby kodo-
wane symbole uporzadkowa¢ wedlug czgstoSci wystgpowania i kolejno po-
numerowac. Wigkszy numer (liczba naturalna dodatnia) oznacza mniejsza
czesto$¢ wystgpowania oznaczonego symbolu. Tak uporzadkowany alfabet
wejsciowy moze stanowi¢ punkt wyjscia do zastosowania algorytmu gamma
Eliasa. Algorytm ten stuzy do kodowania dodatnich liczb catkowitych w przy-
padku, gdy nie jest znana liczba najwigksza. Poniewaz zgodnie z tym
algorytmem mniejsze numery otrzymuja krotsze slowa binarne, kod gamma
Eliasa (ang. Elias gamma code) moze by¢ wykorzystywany do kodowania
zwigztego.

Tab. 4.1. Kod Eliasa

1 1 7 00111
2 010 8 0001000
3 011 9 0001001

4 00100 10 0001010

5 00101 11 0001011

6 00110 12 0001100

Algorytm kodowania:

1. Zapisz kodowana liczbg binarnie. Liczbe bitow oznacz przez b .
2. Przed liczba zapisana binarnie dopisz b—1 zer.
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Algorytm dekodowania:

1. Policz wszystkie zera az do znalezienia pierwszej jedynki. Oznacz liczbg zer
przez b.

2. Odczytaj liczbe zapisana na b +1 pozostatych bitach stowa kodowego. Jest to
wynik dekodowania.

Poczatek tabeli kodowej kodu uzyskanego zgodnie z algorytmem gamma
zostal przedstawiony w tab. 4.1. Zauwazmy, Ze najwigksza kodowana liczba nie
musi by¢ znana, w kazdej chwili mozna doda¢ nowy kodowany symbol®.

Kod Shannona

Kodowanie Eliasa oparte bylo jedynie na uporzadkowaniu (rankingu)
symboli wedlug czgstosci ich wystgpowania. Sposob kodowania Shannona takze
opiera si¢ na zasadzie, aby czgsto wystgpujacy symbol wejSciowy repre-
zentowa¢ krotszym stowem kodowym. W odréznieniu od metody Eliasa zasto-
sowanie kodu Shannona wymaga znajomosci pelnej informacji o zrodle
informacji, tj. wartosci prawdopodobienstw wystgpowania poszczegodlnych
symboli zrodta.

Tab. 4.2. Przyktad kodu Shannona

Indeks | Czestosé SI;lugoéc' s
Symbol | symbolu | symbolu Czestos¢ skumulowana annona owo
, ciggu kodowe
z Pi
kodowego
A 1 0,5 (0)10= (0,000), 1 0
B 2 0,25 (0,5)10= (0,100), 2 10
C 3 0,125 (0,75)10= (0,110), 3 110
D 4 0,125 (0,875)10=(0,111), 3 11

Przed kodowaniem metoda Shannona nalezy wykona¢ nastgpujace przy-
gotowania:

1) obliczy¢ czgstosci p, (i=1,2,...,n) wystgpowania symbolu (jako iloraz
liczby wystapienr N, symbolu o indeksie i w kodowanym stowie i dtugosci

tego stowa N ),
2) symbole uporzadkowa¢’ wedtug czgstosci p; .

W tym sensie méwi sig nickiedy, ze jest to kod uniwersalny (podobnie jak kod unarny).

"W celu uporzqdkowania danych wedhug ich liczbowej charakterystyki wykorzystywane sa algo-
rytmy sortowania.
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Wynikiem tych czynnosci jest tablica symboli uporzadkowanych wedlug
czestoscei ich wystgpowania (od czgstosci najwigkszej do najmniejsze;j).

Algorytm kodowania Shannona:
1) Obliczenie dlugosci Shannona stowa kodowego®: k, = [— log, pi—l dla

wszystkich i.

2) Utworzenie tablicy czgstosci skumulowanych.

3) Zapis binarny tych czgstosci.

4) Utworzenie stow kodowych jako pierwszych k; bitdéw wystgpujacych po
przecinku zapisu binarnego czestosci skumulowane;.

Wykazemy, dla kodu Shannona spetniona jest nierownos$¢ Krafta. W tym
celu, wykorzystujac wprowadzone wczesniej oznaczenia (czgsto$¢ wyste-
powania stlowa kodowego o indeksie 7 jest rowna p;, a dlugos¢ tego stowa £;),

zasade Shannona doboru dhugosci stowa kodowego zapiszemy nastgpujaco:

4.9 k; >log, S

i

Stad mamy: —k; <log, p, lub inaczej: 27k < p; . Zatem ZZ_k' <1, co oznacza,
i=1
ze spetniona jest nieréwno$¢ Krafta.
Wykorzystujac zasade (4.9), oszacujemy dolne ograniczenie sredniej dtu-
gosci stow kodowych:

(4.10) L= pk
i=1
Zgodnie z (4.9) otrzymujemy:
n n 1
(4.11) L= pk; 2> plog,—
i=1 i=1 p;

Mozna na przyktadach wskaza¢, ze stowa kodu Shannona moga mie¢
nadmiarowe ostatnie bity’ (tzn., ze bity te moga by¢ usuniete, a kod bedzie
poprawny). Przyktad taki jest przedstawiony w tab. 4.3 (mozna skroci¢ stowo
kodowe symbolu D, poprawiony w ten sposob kod ma mniejsza $rednig dtugosé

8 Symbolem |_x-| oznacza si¢ najmniejsza liczbg catkowita nie mniejsza od x. Stosuje si¢ tez ozna-
czenie: ceil(x), gdzie okreslenie angielskie ceil mozna spolszczy¢ na putap.

? Niezaleznie od Shannona podobna metode kodowania zaproponowat R. Fano (1949): The trans-
mission of information, Technical report No 65, Research Laboratory of Electronics, M.L.T.

Metoda Fano daje stowa kodowe rozniace si¢ na ostatnim bicie od uzyskiwanych metoda
Shanonna. Obecnie do obu kodow stosuje sig wspdlng nazwe: kod Shannona—Fano.
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stow kodowych). Przedstawiony przyktad jest na tyle pouczajacy, ze na jego
podstawie mozna sformutowac nast¢pujace spostrzezenie:

Spostrzezenie 2

W kodzie binarnym o najmniejszej sredniej diugosci stow kodowych dwa
najdtuzsze stowa kodowe powinny mie¢ jednakowq diugosc, a roznié sie tylko
ostatnim bitem.

Tab. 4.3. Przyktad kodu Shannona

Sym Indeks | Czestos¢ Dhugos¢ Shannona ciagu Stowo
Y | symbolu | symbolu | Czestosé skumulowana g B | kodo-
-bol , kodowego
1 Pi we
A 1 0,5 (0)10= (0,00000), 1>-log, 0.5 0
B 2 0,25 (0.5)10= (0,10000), 2>-log, 0,25 10
C 3 0,1251 (0.75)10=(0,11000), 32-log, 0,1251=2,9988 110
D 4 0,1249 | (0.8751),9=(0,11100), | 4>-log, 0,1249=3,0012 1110
Entropia (nieokreslonos¢)
Wielko$¢ okreslona wzorem:
n 1 n
(4.12) H=Y" plog,—==)"p,log, p, [bi]

i=1 i i=1
nazywa si¢ entropiq'® (albo nieokreslonosciq) zrodta informacji bez pamieci, ge-
nerujacego n symboli odpowiednio z prawdopodobienstwami p,, i=12,...,n.

Srednia dlugo$¢ stéw kodowych kodu Shannona
Dla specjalnych wartosci prawdopodobienstw:

(4.13) p=2"

9 W podstawowej pracy 4 mathematical theory of communication Claude E. Shannon odwoly-
wat si¢ do definicji entropii Boltzmanna. Podobno uzycie nazwy entropia zamiast nieokreslonos¢
(ang. uncertainty) zalecal Shannonowi von Neumann, a decydujacy argument byt nastgpujacy:
Nobody knows what entropy really is, so in a debate you will always have the advantage. Por. tak-
ze okreslenie entropii von Neumanna.



