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1. Naprezenia, odksztatcenia i predkosci ruchu czastek
osrodka

1.1. Wstep

W tej czescei ksigzki przedstawiono zwigZle ogblne zasady teorii propagacji fal naprezen i
odksztalcen w osrodkach ciagtych, w tym gtéwnie w osrodkach wykazujacych wiasnosci
sprezyste. Jako wprowadzenie w Rozdziale 1 podano pojecia i ogdélne zaleznosci dotyczace
stanu napregzenia, stanu odksztalcenia oraz predkosci odksztalcenia. W Rozdziale 2 podano
0gblng teori¢ propagacji fal w nieograniczonym izotropowym osrodku sprezystym. Taki
nieograniczony osrodek jest pewna abstrakcja, ale poniewaz predkosci rozchodzenia sig¢ fal
naprg¢zen 1 odksztalcen zaleza od ksztattu obiektu, na przyktad inna jest ich predkosé w
smuklym precie, a inna w ptaskim arkuszu materiatu, to wyznaczone teoretyczne predkosci
rozchodzenia si¢ fal podluznych i poprzecznych w nieograniczonym osrodku stanowiag
wielkosci poréwnawcze dla predkosci w obiektach skonczonych. Wazne jest to, ze sa one
wyprowadzone bez dodatkowych zatozen, ktére z koniecznosci wprowadza si¢ w przypadku
obiektéw ograniczonych zewnetrznymi powierzchniami. Przy analizie propagacji fal oprécz
klasycznej metody réwnan falowych przedstawiono mniej znang, a wnoszacq nowe elementy,
metode charakterystyk — linii, ktére maja wyrazng interpretacje fizyczng. Ogélnie oméwiono
propagacje fal plaskich, walcowych i kulistych. Oméwiono tez wazne zagadnienie oslabiania
si¢ fal w osrodkach wykazujacych wtasnosci lepkosprezyste oraz tak zwany opér akustyczny
(impedancje) bedacy wazng cechq osrodka zalezng od jego gestosci i od predkosci
rozchodzenia si¢ w nim fali.

Rozdziat 3 poswiecono oméwieniu propagacji fal w obiektach ograniczonych
powierzchniami zewnetrznymi, w tym w smuklym precie, oraz w obiektach ograniczonych
dwiema réwnolegltymi ptaszczyznami. W tym drugim przypadku fale w nich okresla sie jako
fale ptytowe. W obu przypadkach obok teorii elementarnych opartych na upraszczajacych
zalozeniach dotyczacych obrazu ich deformacji podano Scislejsze teorie bez tego rodzaju
uproszczen. W przypadku smuktego preta jest to teoria Pochhammera-Chree dla pretéw o
przekroju kotowym. W przypadku fal ptytowych jest to rozwigzanie okreslane jako fale
Lamba.

Dalej w tym rozdziale oméwiono podstawy odbicia fal od swobodnych powierzchni
obiektu. Podano przyktady eksperymentalnych wizualizacji takich odbi¢ autorstwa Jerzego
Lietza. Bardziej szczegétowa analize takich odbi¢ w réznych praktycznie waznych
przypadkach zawiera czes¢ II tej ksigzki autorstwa Zbigniewa Kotulskiego, a ich
zastosowania w diagnostyce medycznej — cze$¢ 111 autorstwa Andrzeja Nowickiego.

W Rozdziale 4 oméwiono wazne pojecie zwigzkéw dyspersyjnych i zwigzany z nim
podziat fal na fale dyspersyjne i niedyspersyjne. Oméwiono tez pojecia predkosci fazowej i
predkosci grupowej w przypadkach naktadania si¢ fal dyspersyjnych o r6znej dtugosci fali.

W Rozdziale 5 podano oméwienie dwéch typéw fal powierzchniowych, a mianowicie fal
Rayleigha istotnych w niektérych problemach praktycznych, a w szczegélnosci w
sejsmologii, oraz fal powierzchniowych Love’a pojawiajacych si¢ jako fale sejsmiczne w
przypadku, gdy spoczywaja na sobie warstwy o réznych wlasnosciach.

Wazny w niektérych zastosowaniach technicznych problem propagacji fal w
anizotropowych osrodkach sprezystych oméwiono w Rozdziale 6. W szczeg6lnosci zwrdcono
uwage na ortotropi¢ akustyczng wywotana w poczatkowo izotropowych metalach
istniejacymi w nich naprgzeniami resztkowymi. To zjawisko jest podstawa oryginalnej
metody ultradzwiekowego badania naprezen resztkowych w konstrukcjach.
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W koncowych rozdziatach w zwiezly sposéb przedstawiono podstawowe informacje
dotyczace teorii propagacji fal cisnienia w oSrodkach ciektych i w powietrzu, a takze zarys
teorii propagaciji fal powierzchniowych w wodzie.

1.2. Stan naprezenia
Przyjmijmy kartezjanski uklad wspétrzednych x,y,z. Stan naprezenia w dowolnym
punkcie rozpatrywanego osrodka jest okreslony przez dziewie¢ skladowych tensora

napr¢zenia mierzonych jako odpowiednia sita przypadajaca na jednostke pola przekroju. Ich
dodatnie kierunki pokazano na rys. L.1.

Az

Rys. I.1. Dodatnie kierunki sktadowych tensora naprgzenia.

Symbolem G oznaczono sktadowe normalne, a symbolem 7T sktadowe styczne. Warunki
réwnowagi momentéw wzgledem osi przechodzacych przez srodek szescianu dajg réwnosci
Ty =TT, =T.,T, =T, . Warunki te redukujg liczb¢ niezaleznych sktadowych tensora

Xy y? vy

naprezenia do szesciu. Tworza one symetryczny tensor

W kazdym punkcie osrodka mozna wyznaczy¢ trzy wzajemnie prostopadie ptaszczyzny,
na ktérych istniejq tylko naprezenia normalne. Naprgzenia styczne sg na tych plaszczyznach
rowne zeru. Takie ptaszczyzny nazywamy ptaszczyznami gléwnymi, a istniejace na nich
napr¢zenia normalne - naprezeniami gléwnymi. W celu wyznaczenia wartosci tych naprezen
gléwnych rozpatrzmy stan réwnowagi elementarnego czworoscianu (rys. 1.2), ktérego trzy
Sciany tworza plaszczyzny zawierajace osie wspélrzednych, a czwarta - plaszczyzna o
normalnej n dowolnie nachylonej wzgledem osi wspétrzednych. Kosinusy kierunkowe tej
normalnej oznaczymy przez a,,a,,a,. Wypadkowe naprezenie p dzialajace na tej Scianie

mozna rozlozy¢ na trzy sktadowe p.,p,,p,. Z warunkéw rownowagi czworoscianu

wynikajq zaleznosci
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p,=0.a,+T . a +17_ a,
p,=1,a,+0.a +1, a, (1.1)

P, = ‘szax + ‘l:yzay + Gzaz

7

Rys. I.2. Naprezenia na dowolnie zorientowanej Sciance czworoscianu.
Naprezenie normalne p, réwna si¢ sumie rzutéw tych sktadowych na kierunek 7:

p,=pr.a. + pyay + p.a..

Naprezenie styczne p,, jako druga sktadowa naprezenia wypadkowego p, obliczymy z
zaleznosci

pl=p'-p,=p.+p.+p.-p,.

Na ptaszczyznie, na ktérej ma dziata¢ poszukiwane naprezenie gléwne o, wypadkowe
napr¢zenie p powinno by¢ skierowane wzdluz normalnejn, poniewaz tylko w takim

przypadku naprezenie styczne bedzie réwne zeru. Zachodzi to wiec, gdy

p,=a0C, p,=a0, p_=a0.

X

Po podstawieniu tych zaleznosci do réwnan (1.1) otrzymujemy uklad réwnan wzgledem
kosinuséw kierunkowych a ,a ,a. normalnej do takiej ptaszczyzny, na ktérej istnieje

napr¢zenie gtéwne. Uklad ten ma ponizszg postaé
a(c,-6)+a1, +at,_=0
at,.+ta (6, -06)+art_=0.
at . +at . +a(c,—0)=0

Uktad ten ma niezerowe rozwigzania tylko wtedy, gdy wyznacznik utworzony ze
wspotezynnikow przy niewiadomych a,a ,a_ réwna si¢ zeru
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(6,-0) T

xy sz
det T, (Gy —-0) T, =0.
TZX sz (GZ - G)

Jest to réwnanie trzeciego stopnia wzgledem G

o -16"+1,6+1,=0 (1.2)

gdzie

I,=0,+0,+0_,

_ a2 2 2
l,=66,+06,06.+00, -7, —T, —7T,,
X Xy

I,=detiT, o, 7

Xz

Tz.\' Tz_\‘ GZ
Réwnanie (1.2) ma zawsze trzy pierwiastki rzeczywiste, okreslajace wartosci naprezen
gtéwnych. Pierwiastki te nie mogg zaleze¢ od orientacji przyjetego uktadu wspdtrzednych.
Oznacza to, ze wspélczynniki 7;,7,,1, réwniez nie moga zaleze¢ od orientacji uktadu osi
X, y,z. 53 one wigc niezmiennikami stanu naprgzenia.

1.3. Stan odksztalcenia

W celu okreslenia zmiany ksztattu elementu rozpatrywanego ciata poréwnamy potozenie
jego punktéw materialnych przed i po odksztalceniu.

r

Rys. 1.3. Wektor przemieszczenia punktu osrodka po obcigzeniu.

Zat6zmy, ze punkt P o poczatkowych wspétrzednych x,y,z doznat w wyniku procesu

odksztalcenia matego przemieszczenia, okreslonego wektorem u o sktadowych wu ,u, ,u,

(rys. L1.3). Zbadajmy zmian¢ dlugosci krawedzi elementarnego prostopadtoscianu o

poczatkowych krawedziach réwnych dx,dy,dz i réwnolegtych do osi x,y,z. Dlugos¢ dx
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zmienita sie o wielkos¢ o, dx, a wigc odksztatcenie jednostkowe w kierunku x réwna sig

X
g = aau.\. . Podobnie otrzymujemy pozostate odksztalcenia w kierunkach y 1 z:

X
0 ou, 0
g =2x, g =2, g =20% (1.3)
Yoo dy ©0z
dﬂ@.
YA dy
— il -

‘
i L, |
= I . ET

el Sla

e
X

Rys. 1.4. Przemieszczenie 1 odksztalcenie elementarnego prostopadioscianu.

Oprécz zmiany dlugosci krawedzi zmieniajg si¢ réwniez poczatkowo proste katy pomigdzy
krawedziami. Na przyktad kat prosty utworzony przez krawedzie dx i dy zmienia si¢ o

: ou, Ou,
wielkod¢ v, =—*+—>

dy  ox

rzut odksztalconej $ciany dxdy na ptaszczyzng xy . Podobnie otrzymujemy pozostate katy

, zwang katem odksztalcenia postaciowego. Na rys. 1.4 pokazano

ou, Ou, _ou,  du. Ju, du,

X Y

dy ox Ve oz Oy Va g-l_ oz

Y.xy =

przy Czym Yx_\‘ = Y,\i\" Y\z = Yz,\" Y:\ = Y\;
Stan odksztalcenia w danym punkcie mozna wiec okresli¢ za pomocg tensora
odksztalcenia,

w ktérym € _,€ € réwnajg si¢ potowom odpowiednich katéw odksztatcenia postaciowego.

1(0u, Ou, 1(0u, du, 1(au, auAj
g€ == L4+ , & _=— +—=| & == —"+—| (1.4)
o2\ dy  ox ¥ 200z 9y T2\ ox oz
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W zapisie wskaznikowym mozna zwigzki (1.3) i (1.4) przedstawi¢ jednym wzorem

1 au. auj
€. =—| —+—|. 1.5
Y 2(axj axl.] (13)
Tensor ¢, jest symetryczny, co krétko zapisujemy jako €, =€ ;.

Oprécz zmiany ksztaltu i objetosci element osrodka doznaje przy odksztalcaniu réwniez
obrotéw wokot odpowiednich osi wspétrzednych. Te obroty sg okreslone zaleznosciami

du, ou,
A S P LY (1.6)
Yody oz oz dx ° dx dy
Jednostkowa zmiang objetosci odksztalconego osrodka wyraza wzér
du,
e=g.+&y+€. = o, +—+ ou, . (1.7)
ox dy 0z

1.4. Predkosci odksztafcenia

Predkos$¢ ptynigcia materialu w rozpatrywanym punkcie jest okreslona wektorem v o
sktadowych v,v ,v_ rownolegtych odpowiednio do osi wspétrzednych. Jezeli przez ot

oznaczymy krétki odcinek czasu, w ktérym mozna w przyblizeniu uwaza¢ predkosci za stale,
to przemieszczenia bedg okreslone wyrazeniami

u,=v00t, u =vot, u =v._ot

Podobnie jak za pomoca wektora przemieszczenia u okresliliSmy odksztalcenia, mozemy
teraz wyznaczy¢ sktadowe predkosci odksztatcenia.

© Oy, e_al é_avz
oo ’ dy :

z _aiz,

. 1fov, ov ) * 1(ov, ov )\ * l(av_ ava

€o =7 t—p €= —tF+— | Eax=7| —F A
2\ dy  ox 2\ 0z 9y 2\ dx oz

Predkos¢ odksztatcenia w danym punkcie jest wigc okreslona za pomoca tensora predkosci
odksztalcenia

(1.8)

8‘( Exy 8‘(
e, &, &
e, €&, €

Predkos¢ zmiany jednostkowej objetosci wyraza sie¢ wzorem

I L 1
e:8v+8)+8z57+ =

—+—= 1.9
ox 8y+az (19)

Podamy tu jeszcze wyrazenia na sktadowe predkosci odksztalcenia we wspdtrzednych
walcowych r,0,z majacych  zastosowanie  przy  rozwigzywaniu  zagadnien
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osiowosymetrycznych. Oznaczymy przez v, skladowa predkosci ptyniecia w kierunku
promieniowym; przez v, sktadowa w kierunku obwodowym i przez v_ sktadowg w kierunku
osiowym. Woéwczas sktadowe tensora predkosci odksztalcenia wyrazajq si¢ wzorami

. 1] 1(9v, v,
== —| =%— — 1, 1.10
£ 2|:r(81‘} vﬁ}r ar} (10
© _Ifdvy lov, ) = 10y, av,)
Eor =—| —2+——~1 |, g, =—| —2+—L]|
2\ dz r 99 2\ or 0oz

1.5. Rownania ruchu

W kazdym punkcie rozpatrywanego osrodka bedacego w ruchu mamy wektor predkosci
ptyniecia v oraz wektor przyspieszenia dv/dt. Dla otrzymania réwnan ruchu nalezy
wprowadzi¢ sity bezwtadnosci d'Alemberta. Wektor sity d'Alemberta odniesiony do jednostki
objetosci jest réwny —pdv/dt, gdzie p oznacza gesto$¢ osrodka. Sformutujemy najpierw

znaczenie symbolu dv/dt, za pomoca ktérego okresliliSmy wektor przyspieszenia. Wektor
predkosci v jest funkcja wspétrzednych «x,y,z oraz czasu ¢, jezeli rozpatrujemy
najogollniejszy przypadek procesu niestacjonarnego. Predkos$¢ jest wige funkcjg czterech
zmiennych v =v(x,y,z,t). Funkcjq tych samych zmiennych sg wigc i sktadowe wektora
predkosci

v, =v.(x,,2,1), v, = v_\‘(x, ¥,2,.1), v.=v_.(X,¥,2,1).

Wyznaczymy dla przyktadu sktadowa przyspieszenia w kierunku osi x. Zmiana sktadowe;j
v, wektora predkosci zachodzaca w przeciagu matego odcinka czasu ot jest réwna

ov dv ov, v,
. : L0 +—-Oy+—9z,

toor ox dy oz
gdzie &x,8y,0z sq odpowiednimi sktadowymi przemieszczenia rozpatrywanej czastki w

czasie Ot. Dzielac obydwie strony przez Ot otrzymujemy

dv, odv, ov dx dv _dy v &
e e e e At S

X

S o ox &t dy o o7 o

Jezeli okres czasu Ot zdaza do zera, to zamiast ilorazéw réznicowych &/0t mozemy
napisa¢ symbole r6zniczek. Wobec tego mamy

dv-’f —av-’f +%ﬂ+%@+%%
dt ot oxdt Odydt 9z dr

Ale pochodne dx/dt,dy/dt,dz/dt sa sktadowymi wektora predkosei v, v ,v_ w badanym

punkcie x,y,z w danej chwili ¢. Ostatecznie wigc otrzymujemy przyspieszenie w kierunku
0si X.

dv, _ ov, Ty ov, Ty ov, oy ov, (1.11a)

o fax oy e
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Podobnie otrzymamy przyspieszenia w kierunku osi y 1 z:

dv, B avy avy avy avy
= +v +v +v. . (1.11b)

d o “ox Tdy oz

dv, ov, av, av, av,
- = — -+v -+ v -

- + , .
o tox oy o

(1.11¢)

Rozpatrujac stan réwnowagi elementarnego réwnolegtoscianu pokazanego na rys. 1.1
otrzymamy ponizsze trzy rownania ruchu

e Ly Sy 4y,
x oy oz Pl Uax ey

ot . 00 . ot oV, oV, oV, ov J

dc, Ot o1 v v v avj

‘= +v. +v, +y —2
Pl e Ty T

ot Ot,. 96, [(ov.  ov.  ov. avz)

(1.12)

T4 4 t=p a; +v, ax. +Vy a); +v, .

W réwnaniach tych pominigto sity ciezaru wilasnego osrodka, jako pomijalnie mate w
rozpatrywanych dalej zagadnieniach propagacji fal sprezystych.
W zapisie wskaznikowym réwnania (1.12) mozna przedstawi¢ w zwartej formie

aGy ov, ov,
— 4 =p| —= 1, 1.12
p(at”fax]} (1122

ox ;

d

Rys. 1.5. Naprezenia i predkosci we wspdtrzgdnych walcowych.

We wspétrzednych walcowych r,9,z (rys. L.5) réwnania ruchu przyjmuja postaé

F T F F

+ +v — _
ar r 9% 0z r o "o rod ‘9z r

aT,, +l 90, N oty N 2T, _ (avﬁ N ov, +v_ﬁavﬁ T ov, AN

9o, 101, 3. O —oﬁ:p(av, av,,+v_ﬁ%+vi_§j

ar rod . oz r a U or L r oo oz s
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ot, 1lot, do. T, (8\/_ v v, ov. 8V_J
Cp e e g mapgl ey e 0 gy e
or r dd 0oz ot or r d% oz

W przypadku szczegblnym, osiowej symetrii, majacym bardzo duze znaczenie praktyczne,
gdy wszystkie sktadowe naprezenia i predkosci nie zalezg od wspétrzednej ¥, a ponadto
T, =Ty, =0 oraz v, =0, uktad réwnan ruchu znacznie si¢ upraszcza

4=y =p| == +v, =~ +v, ==
or 0z r ot or 0z

Jt, do, T, (8L ov. 8v_j

ds, dt. ©,-0, (8\/,, v, 8v,.)

gy g mopl ey gy —©
or 0z r ot "or C ooz

(1.14)

Dla wspétrzednych kulistych r,3,¢ ograniczymy si¢ do podania réwnan ruchu dla
przypadku symetrii sferycznej, gdy wszystkie sktadowe napre¢zenia i predkosci zalezg tylko
od promienia r. Ponadto mamy v,=v,=0, 7,,=7,,=7,,=0 oraz o,=0,. W takim
przypadku ruch opisuje tylko jedno rdwnanie

ds, 2(c,-0,) (av, v, j
+ =p v, .
or r ot or

(1.15)
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1. Fale przemieszczen w osrodkach warstwowych

1.1. Wstep

Druga czg$¢ tej ksiazki zawiera opis zagadnienia badania przej$cia harmonicznej
sprezystej fali ptaskiej (P lub SV, czyli spolaryzowanej w stosunku do kierunku propagacji
podluznie lub poprzecznie wertykalnie, por. Rozdziat 5 w czesci 1 tej ksiazki) przez
nieskonczong ptyt¢ zbudowana z wielu warstw materialu. Zakladamy, ze kat padania fali
moze by¢ rézny od zera. Oznacza to, ze zagadnienie jest dwuwymiarowe; niezaleznie od typu
fali wymuszajacej w osrodku wystgpuja réwnoczesnie fale podiluznie 1 poprzecznie
spolaryzowane, zatem mamy do czynienia z propagacja fali P+SV. W szczegblnym
przypadku zerowego kata padania zagadnienie sprowadza si¢ do modelu jednowymiarowego.
Wowczas propagacjg fali P (dla wymuszenia typu fali P) lub V (dla wymuszenia typu fali SV
lub raczej V, poniewaz przy zerowym kacie padania nie ma znaczenia, czy polaryzacja
poprzeczna jest horyzontalna, czy wertykalna). Jak widzimy, dla niezerowego kata padania
zagadnienie jest duzo bardziej skomplikowane, zaréwno dla skonczonej liczby warstw w
plycie, jak 1 w sytuacji granicznej, gdy ich liczba dazy do nieskonczonosci. Ptyta uwarstwiona
zbudowana z jednorodnych i izotropowych warstw jest lokalnie (w obrgbie kazdej warstwy)
izotropowa, jednak potraktowana jako calo$¢ jest anizotropowa. Ten fakt musi byc
odzwierciedlony w trakcie homogenizacji: material efektywny musi by¢ anizotropowy
(bgdac, zgodnie z zasadami homogenizacji - jednorodnym). Widzimy, ze w takim przypadku,
formutujac zagadnienie w sposéb tradycyjny, to znaczy poszukujac efektywnych stalych
materiatowych poprzez usrednienie wartosci statych przyjmowanych w podobszarach
jednorodnych, otrzymujemy moze nie tyle bitgdny, ile niepetny wynik. W osrodku
jednorodnym kazdy ze sktadnikéw plyty scharakteryzowany jest przez trzy state materiatowe:
stale Lame A i W oraz gesto$¢ p . Poszukiwanie jedynie efektywnych odpowiednikéw tych

stalych nie daje pelnej charakterystyki osrodka efektywnego jako przestrzeni, w ktérej
propaguje si¢ fala sprgzysta. Wynika z tego, Ze badanie efektywnych witasnosci osrodkéw
sprezystych wymaga odmiennego, precyzyjnego sformutowania problemu i doktadnej analizy
propagacji fali. Dla utatwienia zapisu w tej czgsci ksiazki bedziemy stosowali, tam gdzie to
jest niezbedne, zapis wektorowy 1 macierzowy zaréwno przemieszczen lub predkosci, jak i
operatoréw. Stad pojawienie si¢ juz w nastgpnym punkcie symboli operatora dywergencji
(div), gradientu (grad) lub operatora Laplacea (A), ktére w Czgsci 1 zapisywane byly w
postaci odpowiednich pochodnych czastkowych. Szczegélnie istotne jest wprowadzenie
pojecia macierzy przejscia, bez ktérego wyniki przedstawiane w tej czgséci ksiazki bylyby
catkowicie nieczytelne.

W kolejnych rozdziatach tej czgsci ksiazki podane sa podstawowe fakty dotyczace
propagaciji fal spr¢zystych w osrodku jednorodnym i na granicy pétprzestrzeni jednorodnych.
Podane sa podstawowe zaleznosci dla fal w przypadku napotkania przez nie granicy dwéch
osrodkéw sprezystych i warstwy sprezystej wykonanej z innego materiatu.

W Rozdziale 2 przedstawiono zagadnienie propagacji spre¢zystych fal harmonicznych w
osrodku zbudowanym z wielu warstw otoczonych przez jednorodne pdlprzestrzenie.
Przedstawiono sformutowanie problemu wykorzystania metody macierzy przejscia do opisu
fal przechodzacych i odbitych.

Rozdziat 3 jest poswigcony szczegdlnemu przypadkowi problemu przedstawionego w
Rozdziale 2, takiego, gdy kat padania fali wymuszajacej na pierwsza powierzchnig
nieciaglosci jest réwny zeru.

Zagadnienie homogenizacji, to znaczy znalezienie takiego osrodka jednorodnego, ktéry
najlepiej opisywalby analizowany osrodek warstwowy, jest tematem Rozdzialu 4.
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Sformutowano tan problem homogenizacji dla zagadnienia falowego i obliczono efektywne
stale materiatowe opisujace osrodek zhomogenizowany.

W Rozdziale 5 przedstawiono problem bilansu energii w oSrodku skokowo
niejednorodnym, w ktérym przebiega stacjonarny proces falowy polegajacy na wielokrotnym
odbijaniu fal na powierzchniach niecigglosci 1 przechodzenia ich przez takie powierzchnie.

W Rozdziale 6 przedstawiono szczegdlnag klas¢ zagadnien falowych, jaka sa impulsy
falowe. Odréznia je od fal harmonicznych niestacjonarny przebieg procesu, wymagajacy
zastosowania innej metody matematycznej. Zaprezentowano najprostsza sytuacje
jednowymiarowych impulséw falowych, przebieg procesu w czasie i1 zbiezno$¢ do modelu
zhomogenizowanego przy liczbie warstw w os$rodku skokowo niejednorodnym dazacej do
nieskonczonosci (przy stosownych ograniczeniach).

W Rozdziale 7 z kolei przedstawiono bogatszy geometrycznie model dwuwymiarowych
impulséw falowych w os$rodkach warstwowych, metod¢ obliczania ksztalttu impulsu
przechodzacego i1 odbitego oraz zagadnienie homogenizacji w takim osrodku.

Rozdzial 8 to propozycja rozszerzenia metody macierzy przejscia, opracowanej w
Rozdziatach 6 1 7 dla fal sprgzystych, na przypadek fal termosprgzystych.

1.2. Fale przemieszczen na granicy osrodkow sprezystych

Rozwazmy fal¢ spr¢zysta w o$rodku jednorodnym 1 izotropowym. Niech
U(r,t)=(Ul(r,t),Uz(r,t),U3(r,t)) oznacza przemieszczenie osrodka w  punkcie
r=(x,x,,x;)€ R’. Jej ewolucja (pod nieobecno$¢ wymuszen zewnetrznych) jest opisana
przez nastgpujace réwnanie falowe:

2
paatzUzuAU+(7u+u)graddivU, (1.1)

gdzie

p - jest ggstoscig osrodka,
A i -sastatymi Lame o$rodka.

Rozwigzanie réwnania (1.1) mozna roztozy¢ na dwie czgsci: U, 1 U, :
Uu=U,+0,, (1.2)
w taki sposéb, ze
rot U, =0, divU, =0. (1.3)

Fala U, jest nazywana poprzeczng (poprzecznie spolaryzowang), poniewaz przemieszczenia
osrodka sa w niej prostopadle do kierunku propagacji. Uzupelniajaca fala U, jest nazywana

podluzna (podtuznie spolaryzowana), poniewaz przemieszczenia osrodka sa w niej
réwnolegte do kierunku propagacji fali. Z réwnania (1.1) wynika, ze w jednorodnym osrodku
izotropowym fale te nie oddziatujg ze soba; spetniaja one nastg¢pujace roOwnania rozniczkowe:

82

yu, —¢/AU, =0 (1.4)
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82
yut —-c!AU, =0, (1.5)
gdzie
2= (1.6)
p
2=t 1.7)
p

sg predkosciami propagacji, odpowiednio, fali podluznej i poprzecznej. Zakladajac, ze fale te
sa harmoniczne w czasie:

U, =Refult)e™}  ter (1.8)

u=u, +u,, (1.9)

otrzymujemy dwa nastepujace '"zamrozone w czasie" rownania dla fali podiuznej i
poprzecznej:

Au, +ku, =0, (1.10)
Au, +k*u, =0, (1.11)
gdzie
k=2, (1.12)
¢
k=2, (1.13)
C

sq liczbami falowymi, odpowiednio, dla fali podluznej i poprzecznej. Rozwiazania réwnah
(1.10)1 (1.11) moga by¢ przedstawione w nastgpujacej postaci:

u,(r) = Anexp{ik n-r}, (1.14)
ut(r)z Cax gexp{ik,g-r}, (1.15)

gdzie:
A (C) jest amplituda fali podtuznej (odpowiednio: poprzecznej),
n (g) jest wektorem jednostkowym w kierunku propagacji fali podiluznej
(poprzecznej),
a jest wektorem jednostkowym prostopadtlym do kierunku propagacji fali
poprzecznej.

Przemieszczenia o$rodka woéwczas opisane sa przez rzeczywiste czgsci wyrazen (1.14) i
(1.15) (w dalszych rozwazaniach harmoniczny sktadnik czasowy pola falowego begdzie
konsekwentnie pomijany).

Powyzszy prosty model komplikuje sig, gdy fala sprgzysta osiaga powierzchnig
niecigglosci osrodka (granic¢ migdzy dwoma réznymi jednorodnymi i izotropowymi
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osrodkami). W takim wypadku kazda z propagujacych si¢ fal (podituzna i poprzeczna)
czgsciowo odbija si¢ 1 czgsciowo przechodzi przez powierzchnig nieciggtos$ci generujac
zarowno fal¢ podluzng jak i poprzeczna. W celu doktadnego opisania tego zjawiska musimy
zna¢ kierunki propagacji i amplitudg¢ kazdej z tych fal.

Zalézmy, ze plaszczyzna x, =b =const. jest plaszczyzng potaczenia dwéch pétprzestrzeni
wypelnionych materiatem sprg¢zystym. W obszarze x; <b znajduje si¢ material, w ktdrym
predkosci falowe sa réwne: ¢, =c',c, =v'; w obszarze x, >b te wielkoéci sa odpowiednio:

2

c,=c’,c,=v’. Zalézmy, ze w obszarze x,<b propaguje si¢ fala podiuzna

A'n' exp{ik}n1 -r}. Dochodzac do powierzchni niecigglosci generuje ona cztery nowe fale:
odbita podiuzna Blmlexp{ik}m1 -r} i odbita poprzeczng D'axh' exp{ik}h1 -r}, propagujace
si¢ w obszarze x, <b oraz dwie przechodzace (zatamane) - podtuzng An®expfik’n® -r} i
poprzeczna C’axg’ exp{ikfg2 -r}, w obszarze x,>b. (W powyzszych wyrazeniach
A',A’,B',C*,D" sa amplitudami, k/,k' k’,k*liczbami falowymi, a n',n’,m',g’ h'
wektorami jednostkowymi w kierunku propagacji odpowiednich fal; wektor a jest
prostopadty do plaszczyzny zawierajacej wektory h' i N, gdzie N jest wektorem
normalnym do powierzchni nieciaglosci x;, =b. W celu okreslenia wartosci katéw wektoréw
kierunkéw postuzymy sie prawem Snelliusa. Jezeli ®' jest katem pomiedzy wektorami n' i
N, «' jest katem pomiedzy h' i N, 9 katem pomiedzy n* i N, k* katem pomiedzy g~ i
N, to wéwczas katy te spelniaja nastepujace zwiazki:

. 1 1
ik ‘91 - (1.16)
sink' v
sind! ¢!
=—), 1.17
sin®?  ¢? (1.17)
sind ¢!
myv _c (1.18)
sink? v

Kat miedzy wektorami m' i N jest réwny ®'. Wyrazenia (1.16)-(1.18) jednoznacznie
okreslaja kierunki propagacji fali, o ile kat ®' jest znany. Jezeli fala wymuszajaca jest
poprzecznie spolaryzowana, to woOwczas wyrazenia dla katéw fal generowanych sa

analogiczne, z tym, ze katem znanym jest k', a pozostale katy musza byé wyznaczone z
wzoréw (1.16)-(1.18).

Zastanéwmy si¢ teraz, jakie wartoSci moga przyjmowac katy odbicia i przejscia fal
podiluznych i1 poprzecznych w zaleznos$ci od warto$ci kata padania fali wymuszajacej. Nadal
bedziemy zaktadali, ze fala wymuszajaca jest fala podtuzna i ze jej kat padania jest réwny 9'.
Wazna wiasnos$cia fal w osrodkach sprezystych wplywajaca na wartoséci odpowiednich katéw
jest to, ze w osrodku sprezystym predkos¢ fali podtuznej ¢ jest wigksza niz predkosc¢ fali
poprzecznej v, czyli w sytuacji przedstawionej na rysunku IL.1, mamy: ¢' >v' i ¢* >v*. Z
tego faktu i z réwnania (1.16) wynika, ze ® >x' i ¥ >«”, czyli kat odbicia fali
poprzecznej jest mniejszy, niz kat odbicia fali podluznej. Podobnie, kat przejscia fali
poprzecznej jest mniejszy niz kat przejscia fali podtuzne;.
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Rys. II.1. Fala sprgzysta na powierzchni niecigglos$ci.

Bardziej skomplikowana sytuacja wystgpuje w przypadku poréwnania kata padania fali
wymuszajace] 1 katéw przejécia obu rodzajéw fal. Z réwnania (1.17) otrzymujemy dla
przechodzacej fali podtuzne;j

2
O = arcsin(c1 sin ﬁlJ ) (1.19)
c

Wiadomo, ze argument funkcji arcus sinus musi si¢ mies$ci¢ w przedziale od 0 do 1, czyli z
(1.19) wynika, ze powinno by¢:

2
C

Os?sinﬁl <1. (1.20)

Jezeli teraz ¢' > ¢?, to nieréwnosé¢ (1.20) nie wprowadza zadnych ograniczen na kat ®': dla
dowolnych wartosci kata padania moZzemy obliczy¢ kat przejscia fali poprzecznej z réwnania
(1.19). Jezeli natomiast spetniony jest warunek przeciwny, czyli c¢' <c?, to wéwczas
réwnanie (1.19) okreéla kat przejécia jedynie dla ®' spetniajacego warunek:

2
5

1
0<d < arcsin(cj =Y. (1.21)

Kat ®'w, nazywany katem krytycznym, jest maksymalnym katem padania, przy ktérym
mozliwe jest przejécie fali podtuznej z oérodka o predkoéci propagacji fali ¢'do oérodka
predkosci propagacji ¢®. Dla katéw wigkszych nastepuje catkowite odbicie fali.

Analogicznie, dla fali przechodzacej poprzecznej wywotanej fala podtuzna padajaca pod
katem ¥, z réwnania (1.18) otrzymujemy réwnanie dla kata przejécia [48]:
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2
K% = arcsin(vl sin ﬁlJ . (1.22)

[

W przypadku ¢' <v? obliczony kat krytyczny jest wiekszy niz dla fali podtuznej obliczony w
(1.21),

1
0<d' < arcsin(ch = 0%, (1.23)
A%

poniewaz ¢ >v°.

Ogoélnie, przy wymuszeniu podtuznym padajacym na powierzchnig¢ nieciaglosci pod katem
¥, w zaleznosci od wzajemnych relacji predkosci fal w obu oérodkach, mozliwe s3 trzy
sytuacje:

c'>c?, (1.24)
- nie ma kata krytycznego,
¢t >l >, (1.25)
- jeden kat krytyczny dla fali przechodzacej podtuzne;,
v: >l (1.26)

- dwa katy krytyczne: dla fali przechodzacej podtuznej i przechodzacej poprzeczne;.
W przypadku wymuszenia poprzecznego, padajacego na powierzchni¢ niecigglosci pod
katem %', réwniez mozliwe sa trzy sytuacje:

V>t >, (1.27)
- jeden kat krytyczny dla fali odbitej podtuzne;j,
c?>vh>v?, (1.28)

- dwa katy krytyczne: dla fali odbitej podtuznej i przechodzacej podtuzne;,

vi>yt, (1.29)

- trzy katy krytyczne: dla fali odbitej podtuznej, przechodzacej podtuznej i przechodzace;j
poprzecznej.

Sytuacja przedstawiona w réwnaniach (1.24) — (1.29) opisuje jedynie mozliwosc¢

propagacji fal odbitych i przechodzacych (zatamanych) w zaleznosci od kata padania fali
wymuszajace] podluznej lub poprzecznej. W rzeczywistosci dla réznych kombinacji
wlasnosci osrodka (predkosci fali podtuznej i poprzecznej) mozliwe sg takze rézne rodzaje fal
powierzchniowych oméwionych w czegsci I tej ksiazki, wzbudzanych przy wartosciach katéw
padania bliskich wartosciom krytycznym. W szczegdlnosci dotyczy to opisanego dalej w
rozdziale 1.3 problemu przejscia fali przez plyte sprezysta. Wigcej informacji na ten temat
mozna znalez¢ w monografii [1] 1 w pracach oryginalnych, np. [53].

Wartosci amplitud moga by¢ uzyskane z warunkéw ciaglosci, ktére musi spetnia¢ pole
falowe u(x) na powierzchni potaczenia materiatéw. Wiadomo, ze wewnatrz kazdego z

jednorodnych i izotropowych materiatéw pole falowe, jako suma funkcji wyktadniczych, jest
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funkcja ciagla; na powierzchni niecigglosci ciagle musi by¢ przemieszczenie osrodka
u=u, +u, i napr¢zenie normalne t= (tl,tz,t3)7‘ :

t,=» 6,N,, (1.30)
j=1
gdzie
2\ du ou, OJu,
S=AY 8+ —+—L|. 1.31
© ;axk Y “[axj ax,) (131

Wyrazenia dla amplitud fal w szczegblnych rozwazanych przypadkach beda przedstawione w
nastepnych rozdziatach.

1.3. Przejscie fali przez warstwe sprezysta

Rozwazmy teraz problem przejscia plaskiej fali harmonicznej przez warstwe sprezysta.
Zalézmy, ze warstwa rozciaga si¢ w obszarze od x; =0 do x, =d 1i jest réwnolegta do osi x,
i x,. Zatem plaszczyzny x;,=0 i x,=d sa plaszczyznami polaczenia pétprzestrzeni
wypetnionych materiatem spr¢zystym z rozpatrywana warstwa. W obszarze x, <0 i
x, > d znajduje si¢ material, w ktérym predkoéci falowe sg réwne: ¢, =c’,c, =v°; w obszarze
0<x, <d (czyli w warstwie) te wielkoéci sa odpowiednio réwne: ¢, =c',c, =v'. Zalézmy,
7e w obszarze x, <c propaguje si¢ ptaska fala podtuzna A’n’ exp{ik,on0 -r}, por. [40] (tak
dobieramy uktad osi x, 1 x,, Zeby problem odbicia nie zalezal od zmiennej x,; od tej chwili
pomijamy t¢ zmienng w naszych rozwazaniach). Dochodzac do powierzchni niecigglosci
generuje ona cztery nowe fale: odbita podtuzng B’m’° exp{ik,om0 -r} i odbitg poprzeczna
D’axh’ exp{iktoh0 -r}, propagujace sie¢ w obszarze x, <0 oraz dwie przechodzace: podiuzng
A'n' exp{ik}n1 -r} i poprzeczng C'axg' exp{ik}g1 -r}, w obszarze 0<x, <d . (W powyzszych
wyrazeniach A°,A',B°,C',D’ sa amplitudami, & ,k’.k k! liczbami falowymi, a
n’,n' m° g' h’ wektorami jednostkowymi w kierunku propagacji odpowiednich fal; wektor
a jest prostopadly do plaszczyzny zawierajacej wektory h’ i N, gdzie N jest wektorem
normalnym do powierzchni niecigglosci x, =0 (i takze x, =d ). W celu okreslenia warto$ci
katéw wektoréw kierunkéw postuzymy sig, tak jak w rozdziale 1.2, prawem Snelliusa. Jezeli
¥° jest katem pomiedzy wektorami n® i N, k° jest katem pomiedzy h’ i N, ®' katem
pomiedzy n' i N, «' katem pomiedzy g' i N, to wéwczas katy te spetniaja nastepujace
zwiagzki:

. 0 0
v < (1.32)
sink® v
siny®  ¢°
_< 1.33
sing' ¢ (1.33)
sin®’  ¢°
_< (1.34)

sink' v
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Kat miedzy wektorami m® i N jest réwny ©°, zgodnie z zasada, ze kat padania jest
rowny katowi odbicia. Wyrazenia (1.32)-(1.34) jednoznacznie okreslaja kierunki propagacji
fali, o ile kat padania fali wymuszajacej O° jest znany. Zauwazmy, ze jezeli fala
wymuszajaca jest poprzecznie spolaryzowana, to wowczas wyrazenia dla katéw fal
generowanych sa analogiczne, z tym, ze katem znanym jest k°, a pozostale katy musza by¢
wyznaczone z wzoréw (1.32)-(1.34).

Jak wida¢, tak sformutowany problem przejscia przez powierzchnig niecigglosci nie rézni
si¢ od problemu z rozdziatu 1.2. Jednak w przypadku przejscia fali przez warstweg nalezy

uwzgledni¢ jeszcze dodatkowo nieciaglo$¢ materialu sprezystego na ptaszezyzZnie x, =d .
Mamy teraz dwie fale padajace na tg¢ plaszczyzng¢ (niezaleznie od tego, jakie bylo
wymuszenie, podluzne czy poprzeczne). Zatem na plaszczyzng x, =d padaja fale
przechodzace przez plaszczyzne x, =0 do wnetrza warstwy: podiuzna Alnlexp{ik}n1 -r} i
poprzeczna C'axg'expfik'g' 'r}. Kazda z nich generuje fale obu typéw, odbite i
przechodzace przez powierzchnig nieciaglosci. Sytuacje t¢ przedstawiono na rysunku I1.2.

Rys. I1.2. Fale w warstwie spr¢zyste;j.

Rozumujac w ten sposéb dalej, nalezaloby teraz uwzgledni¢ fale wygenerowane na
powierzchni nieciaglosci x;, =0 przez fale odbite od powierzchni x, =d, a nast¢pnie

wszystkie kolejne odbicia i przejscia fal generowanych w kolejnych krokach. Zobaczmy
jednak, jak wygladaja kierunki propagacji tych fal. Stosujac prawo Snelliusa do wymuszenia

podtuznego A'n' exp{ik}n1 -r} padajacego na powierzchnig x, =d otrzymujemy (przez 9™ i

k'™ oznaczamy katy wyijécia fali podtuznej i poprzecznej z warstwy):

, (1.35)

sind' ¢
sink! V'

skad uzyskujemy kat odbicia fali poprzecznej,
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. 1 1
sin ¥ c
0

==, 1.36
sind™ ¢ (136)
czyli mamy &™ =9, por. (1.33),
: 1 1
7?1nin =< (1.37)
sin K v
a zatem z (1.34) uzyskujemy, ze k™ =x°.
Podobnie dla fali wymuszajacej poprzecznie spolaryzowanej C'axg' exp{ik}g1 -r}:
: 1 1
sink v
—_— =, 1.38
sin® ¢! (13%)
: 1 1
sink v
= 1.39
sink™ 1”0 (139
co z (1.34) i (1.32) pokazuje, iz réwniez dla tej fali wymuszajacej k™ =«°,
: 1 1
sink v
——=—, 1.40
sino™  ¢° (1490

a po uwzglednieniu (1.34) i (1.33) mamy, ze 9™ = 9.

Dalsze podobne rozwazania pokazuja, Ze o$rodku przedstawionym na rysunku IL.2
(warstwa sprezysta otoczona dwiema pétprzestrzeniami sprezystymi), wszystkie fale odbite i
przechodzace propaguja si¢ w kierunku tych samych wektoréw, niezaleznie od tego, w
wyniku ktérego kolejnego odbicia powstaly. Reasumujac, w stanie ustalonym, to znaczy
wtedy, gdy cala przestrzen poddana jest falowaniu harmonicznemu, mamy nast¢pujace fale.
W pélprzestrzeni x, <0 fale padajaca podtuzng, propagujaca si¢ w kierunku n°
wyznaczonym przez kat 9°, odbita podtuzng wzdtuz m°, z katem 9° symetrycznym do kata
padania i odbita poprzeczng wzdtuz h’, pod katem k°. W obszarze warstwy 0<x, <d
mamy cztery fale, dwie propagujace si¢ w prawo (czyli ,,przechodzace”), o wektorze kierunku
i kacie, odpowiednio, dla fali podtuznej: m', ©' i dla fali poprzecznej: g', x', i dwie
propagujace sie w lewo (czyli ,,odbite”) z parametrami dla fali podtuznej m', ©' i dla fali
poprzecznej: h', x'. W pélprzestrzeni za warstwa x, >d mamy dwie fale przechodzace,
podtuzng wzdtuz wektora n® o kacie 0° i poprzeczng wzdtuz g° o kacie x°. Calg sytuacje
przedstawia rysunek 1.2, gdzie wszystkie nieznane katy nalezy obliczy¢ z wzoréw (1.32) —
(1.40).

Podobnie jak w przypadku granicy dwéch pélprzestrzeni, wartosci amplitud pola falowego
w kazdym z obszaré6w moga by¢ uzyskane z warunkéw ciagtosci, ktére musi spetnia¢ pole
falowe u(x) na powierzchni polaczenia materiatéw. W tym wypadku warunki te muszag by¢

spelnione na ptaszczyznach nieciaglosci x, =0 i x, =d , gdzie d jest gruboscia warstwy.
Réwniez 1 w tym przypadku musza by¢ ciagle przemieszczenie os$rodka u=wu, +u, 1

naprezenie normalne t=(z,,z,,¢,)", por. (1.19) i (1.20). Wyrazenia dla amplitud fal w tym
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przypadku beda szczegélnym przypadkiem ogélnego wyniku przedstawionego w nastgpnym
rozdziale, por. (2.75) - (2.78).
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1. Rozchodzenie sie fal ultradzwiekowych w tkankach

1.1. Wprowadzenie

Falami ultradzwigkowymi nazywamy zaburzenia stanu os$rodka, rozchodzace si¢ w nim ze
skonczong predkoscia 1 niosace ze sobg energig.

W zaleznos$ci od rodzaju osrodka mamy do czynienia z réznymi rodzajami zaburzen jego
stanu: w gazach sa to zaburzenia ggstosci, w cieczach gestosci i ksztattu powierzchni
swobodnej, natomiast w ciatach statych - gestosci lub ksztattu.

Zakres drgan ultradzwigkowych obejmuje bardzo szerokie pasmo czgstotliwosci, od
bardzo malych ponizej kilkunastu drgah na sekund¢ az do miliardéw drgah na sekundg.
Drgania o czgstotliwosciach od 16 do 16000 drgan na sekundg¢ (16 Hz -16 kHz) sa styszalne
dla ucha ludzkiego i nazywane sa dzwigkami lub styszalnymi falami akustycznymi. Bardzo
wolne drgania lezace ponizej zakresu fal styszalnych nazywamy infradzwigkami. Naleza do
nich, migdzy innymi, wstrzasy sejsmiczne wywolane trzg¢sieniami ziemi. Powyzej gérnej
granicy styszalnosci, a wigc powyzej 16000 Hz, rozpoczyna si¢ zakres ultradzwigkéw.
Drgania w zakresie od kilkudziesigciu do kilkuset tysigcy drgan na sekundg¢ znajduja gtownie
zastosowanie w hydrolokacji i technikach ultradzwigkowych duzych mocy. Zakres od 1 do 10
milionéw (1 MHz do 10 MHz) drgan na sekund¢ obejmuje nieniszczace badania materiatéw i
ultradzwigkowa diagnostyke medyczna. Wraz z rozwojem nowych bardzo skutecznych zZrédet
drgan ultradzwigkowych oraz coraz to czulszych technologii elektronicznych, granica ta
zwolna przesuwa si¢ w kierunku wyzszych czestotliwosci, otwierajac nowe obszary
ultrasonograficznej diagnostyki medycznej. Juz obecnie coraz rzadziej spotyka si¢ urzadzenia
diagnostyczne o czg¢stotliwosci ponizej 2 MHz, natomiast rodzi si¢ nowy obszar badan tkanek
w zakresie czgstotliwosci dochodzacych do 100 MHz. Powyzej, az do okolo 3 miliardéw
drgan na sekund¢ (3 GHz), znajduje si¢ zakres ultradzwigkéw stosowanych do badania
wlasnosci fizyko-chemicznych oraz obrazowania subtelnej budowy materiatéw metodami
mikroskopii akustyczne;.

Czes¢ III ksiazki poswigcona jest oméwieniu ruchu falowego w aspekcie ultradzwigkéw
stosowanych w medycznej diagnostyce obrazowej. W Rozdziale 1 przyblizone zastana takie
pojecia jak; energia drgan, propagacja fal w osrodkach jednorodnych, impedancja akustyczna
1 odbicie fal na granicy réznych tkanek.

W ostatnim Rozdziale 2 oméwimy podstawy promieniowania przetwornikéw
ultradzwigkowych

1.2. Oscylator mechaniczny

Najprostszym rodzajem fali sprgzystej jest fala sinusoidalna, wywolana okresowo
powtarzajacymi si¢ drganiami czastek wokét swoich potozen réwnowagi. Przyktadem takiego
ruchu jest drganie sprg¢zyny o podatnosci K obcigzonej masa m.

Sprezyne znajdujaca si¢ poczatkowo w stanie réwnowagi, pobudzamy do drgan
naciagajac ja, a wigc dostarczajac uktadowi pewnej porcji energii. Jezeli pominiemy straty, to
masa m wprawiona zostanie w nietlumione swobodne drgania o wychyleniu +U, wokét

polozenia réwnowagi U = 0. Uktad wykonuje jedno pelne drganie, od punktu U =0 do gory,
w d6t 1 z powrotem do U =0 w czasie T zwanym okresem drgan. Liczb¢ drgan wykonanych
w ciggu sekundy nazywamy czgstotliwoscia drgan f. Migdzy okresem i czgstotliwoscig
zachodzi zalezno$¢
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Jednostka czegstotliwosci jest 1 Hz (herc).
Obok czegstotliwosci uzywa si¢ takze wielkosci ®w=2mwf zwanej pulsacja lub

czgstotliwoscig kotowa. Pulsacja okre$la kat ¢ lub tuk kota zakreslonego przez materialny

punkt uktadu w jednostce czasu.
Jednostka pulsacji jest radian/s. Kat petny 360° odpowiada 2m radianéw w mierze

tukowe;.
N

R —— i_ =wlf
—= ===l
el
Rys. III. 1. Drganie masy zawieszonej na spr¢zynie jest prostym przyktadem oscylatora

harmonicznego.

Dla idealnej sprgzyny przeciwdziatajaca rozcigganiu sita jest proporcjonalna do wielkosci
rozciagnigcia u 1 moze byC zapisana w postaci iloczynu — Ku . Znak minus przypomina, ze
sita dziata w kierunku przeciwnym do kierunku rozciaggania. Z drugiego prawa Newtona
wiemy, Ze sita jest rowna iloczynowi masy uktadu i jego przyspieszenia

= -Ku. (1.2)

Zalezno$¢ ta stanowi podstawowe réwnanie opisujace swobodne drgania uktadéw
mechanicznych. Zazwyczaj wzdér (1.2) przedstawiany jest w postaci réwnania rézniczkowego

d*u

m
dt*

+Ku=0. (1.3)

Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja
u = A cos(owt), (1.4)

opisujaca chwilowe wychylenie czastki z potoZzenia réwnowagi. Pulsacja ® odnosi si¢ do
swobodnego ruchu spr¢zyny i zwigzana jest z jej sprezystoscia 1 masg uktadu. Rézniczkujac
dwukrotnie (1.4) otrzymamy wzdr na przyspieszenie
d’u
a= 5= -A, ©° cos(wr) (1.5)
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1 nastgpnie wstawiajac wynik do (1.3) otrzymujemy

—mA, ® cos(wt) + K & cos(ot) =0, (1.6)
skad
0= K . (1.7)
m

Pr¢dko$¢ materialnego punktu drgajacego ukladu otrzymamy rézniczkujac wychylenie
czastki po czasie. W akustyce wielko$¢ t¢ nazywamy predkoscia czastkowa lub predkoscia
akustyczng v

v=(Z=—Alw sinot =—v, sinwt . (1.8)

Czestotliwo$¢ drgan sprezyny nie zalezy ani od pozycji sprezyny, w ktérej rozpoczat si¢
ruch ani tez od poczatkowego naciagnigcia sprezyny. Z réwnania ruchu mozemy wyznaczy¢
bezposrednio jedynie pulsacj¢ a nie jego amplitudg. T¢ ostatnia wyznaczamy przez
wprowadzenie warunkéw poczatkowych ruchu. Zanim to jednak zrobimy, zauwazmy, ze
rozwigzaniem réwnania (1.3) jest rowniez funkcja

u= A, sin(wt). (1.9)
Ogélne rozwigzanie jest wigc suma obu rozwigzah czastkowych
u = A cos(wt)+ A, sin(wt). (1.10)

Obie stale A, 1 A, wyznaczamy z informacji o stanie ukfadu w chwili rozpoczgcia ruchu.
Przyjmijmy nastgpujace warunki poczatkowe: w chwili +=0 masa jest wychylona do
potozenia U,, u(0)=U,, a predkos¢ poczatkowa jest rowna zeru, v(0)=0. Z (1.10)
wyznaczamy A, réwne poczatkowemu wychyleniu masy A, =U,. A, obliczamy wstawiajac

do pochodnej po czasie réwnania (1.10) warunek na predkos$¢ poczatkowa
Al(,l)cos(a)t) - Azo)sin(a)t) =0,
skad
A =0
1 w rezultacie
ult)=U, cos(wt). (1.11)

Réwnanie (1.10) opisuje swobodne drgania spr¢zyny. Jeden cykl drgan powtarza si¢ po
zmianie pulsacji w 360°. Okresowo$¢ drgan zaznaczamy podajac ich okres

o _on

% ®

T =

1 czgstotliwose
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Réwnanie ruchu zapisywane jest réwniez w postaci
ult) = U, cos(wt-9), (1.12)

gdzie @ oznacza poczatkowa fazg lub, co jest réwnoznaczne, poczatkowy kat (w odniesieniu
do pelnego okresu drgan réwnego 27), w jakim znajduje si¢ masa w chwili t=0.
Odpowiednio, predkos¢ czastki roOwna pochodnej wychylenia po czasie ma postac

v(t) = v, sin(a)t—(p) =U, a)sin(a)t—(p). (1.13)

Wychylenie czastki jest op6znione w fazie o 90° w odniesieniu do jej predkosci. Jezeli
przyjmiemy, ze poczatkowa faza ruchu ukiadu @ jest réwna O to maksymalne wychylenie
czastki wystapi w chwilach ¢, dla ktérych sinw ¢ =1, a wigc dla T4, 37/4, 5T/4,... Amplituda
predkosci czastkowej V, = U o osigga maksima o 1/4 okresu wczesniej tzn. w chwilach 0,

72, T 3172, ...

PokazaliSmy, Ze prosty ruch harmoniczny, a do takiego zaliczamy swobodny ruch
sprezyny, opisujemy za pomocg zmiennych w czasie funkcji sinus lub cosinus. Graficzna
interpretacja ruchu harmonicznego polega na przypisaniu zmiennemu w czasie wychyleniu
sprezyny ruchu czastki po okregu. Jezeli czastka porusza si¢ po okrggu ze stata predkoscia
katowa w to wektor r poprowadzony od $rodka okrggu do punktu na okrggu, w ktérym

aktualnie znajduje sig czastka, obraca si¢ o kat a proporcjonalny do czasu, ¢ =/ - W czasie

obrotu dlugos¢ rzutu wektora r na X lub Y zmienia si¢ wlasnie wedtug funkcji cosinus lub
sinus X = r cos(@)i ¥ = r sin(p)

Rys. II1.2. Obrét wektora r po okrggu jest przyktadem ruchu harmonicznego, w ktérym
amplituda wychylenia rzutu wektora r na 0§ x zmienia si¢ jak funkcja sinus iloczynu
pulsacjiiczasu @¢.

Falami harmonicznymi nazywamy takie zaburzenia osrodka, ktérych ksztalt (np.
wychylenie) zmienia si¢ jak funkcja sinus lub cosinus.

Drganie harmoniczne rozchodzace si¢ z predkoscia ¢ wzdtuz osi x opisujemy wzorem

u(x, 1) = U, sin [o@+2)] = U, sin [k(ct +x)], (1.14)
C
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przy czym znak - odpowiada rozchodzeniu si¢ fali w kierunku dodatnim x a znak + w
kierunku przeciwnym. Stata k, zwana liczba falowa, jest réwna liczbie cykli fali
przypadajacych na jednostke dlugosci i wynosi

@ 27
k=—=—. 1.15
Y (1.15)
Fala powtarza si¢ w przestrzeni po przebyciu odlegtosci A zwanej dtugoscia fali
p=S=2 (1.16)
f k

Im wigksza jest predkos¢ rozchodzenia si¢ fali w osrodku tym wigksza jest jej dtugose,
natomiast ze wzrostem czgstotliwosci fali jej dlugos¢ maleje.

Okres drgan T =A/c jest réwny odcinkowi czasu, w ktérym fala przemieszcza si¢ o
odcinek drogi A.

W matematycznej analizie harmonicznych zjawisk falowych zamiast wspétrzednych x i
y stosuje si¢ plaszczyzng zespolona, w ktérej odpowiednikiem osi X jest dalej rzeczywista

0o$ X natomiast osi ¥ odpowiada urojona o§ Y o wspétrzgdnej iY (i=+/—1). W takim
wypadku wspotrzedne wektora r maja postac X = r cos(®r) 1 Y = ir sin(®z), a caly

wektor mozemy zapisa¢ w postaci funkcji zespolonej r=|r| cos(o;)t)+|r|isin(a)t)=|rei‘”.

Obliczenia w notacji zespolonej sa znacznie prostsze niz przy uzyciu funkcji sinus i cosinus,
poniewaz przy mnozeniu i dzieleniu funkcji wykladniczych wyktadniki dodajg sig¢ lub
odejmuja.

Drganie harmoniczne (1.14) w zapisie zespolonym ma postac¢

x
iw(tt—)
c

u(x, )= U, e = Uye" ™. (1.17)

1.3. Energia drgan

Pobudzajac spr¢zyng do drgan dostarczamy do niej pewng ilo$¢ energii. Podczas drgan,
energia przenosi si¢ od sprezyny do masy i z powrotem, cyklicznie zmieniajac energi¢ z
potencjalnej w kinetyczng 1 odwrotnie. W dowolnej chwili energia potencjalna
zmagazynowana w sprezynie réwna jest

E, :;Kuz :;KUg sin” (0 — @), (1.18)

natomiast energia kinetyczna zgromadzona w masie réwna si¢

E, =m’ :;msz(f cos’ (0t — ). (1.19)

Energia kinetyczna réwna jest zeru, gdy wychylenie u jest maksymalne, wtedy bowiem
predkos¢ uktadu znika. Energia kinetyczna osigga maksimum, gdy uktad przechodzi przez
potozenie spoczynkowe u=0, poniewaz wilasnie wtedy predkos$¢ ruchu jest najwigksza.
Energia potencjalna zmienia si¢ odwrotnie, to znaczy osigga maksimum, gdy u=Uy, natomiast
maleje do zera dla u=0. Poniewaz catkowita energia uktadu musi by¢ stata, wigc korzystajac z
zaleznoéci K =mw® mozemy zapisa¢ catkowity energie jako sume chwilowej energii
kinetycznej i potencjalnej,
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E=E, +E = ;meUg. (1.20)

Energia uktadu jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy wychylen uktadu. Dwukrotny
wzrost tej amplitudy oznacza czterokrotny wzrost energii uktadu.

Rozpatrywany przyktad jest w rzeczywistosci fizycznie nierealizowalny. W czasie drgan,
czgs$¢ energii wydziela si¢ w samej sprezynie a cz¢s¢ oddana zostaje do os$rodka, w ktérym
drga spr¢zyna. Swobodne drgania zanikajag wigc z uplywem czasu, utrzymac je mozemy
jedynie wtedy, gdy do ukitadu bezustannie begdziemy dostarcza¢ z zewnatrz energig
rOwnowazacg wymienione straty.

1.4. Fale w osrodkach jednorodnych — rownanie falowe

Ze wzgledu na wlasnosci sprezyste, wszystkie migkkie tkanki biologiczne zaliczamy do
cieczy. Dlatego tez w dalszym ciagu ograniczymy si¢ jedynie do opisu rozchodzenia si¢
sprezystych fal podtuznych z pominigciem naprgzen scinajacych. Pominiemy teZ ttumienie.

Fale akustyczne to w przyblizeniu proces rozchodzenia si¢ w osrodku zmian ci$nienia, w
wyniku ktérych nastgpuje sprgzanie lub rozprgzanie os$rodka, przy czym zmienia si¢ ci$nienie
1 proces rozprzestrzenia si¢. Przyjmiemy, ze w stanie spoczynku ggstos¢ cieczy wynosi p,, a
ci$nienie py. W procesie propagacji mozemy wyrézni¢ dwa stany wzajemnie wymieniajacej
si¢ energii — energii kinetycznej zwiazanej predkoscia akustyczng czastek osrodka i energii
potencjalnej w postaci energii sprezystej w sciskanym materiale. Energi¢ kinetyczng mozemy
wyznaczy¢ z zasady zachowania pgdu natomiast energi¢ kinetyczng towarzyszaca kompresji
wyznacza si¢ zazwyczaj na drodze eksperymentalne;j.

Tkanka biologiczna w makroskopowym ujgciu przedstawia pewien przestrzenny rozktad
czastek w wodzie, ktéra stanowi az do 80% objetosci tkanki. Stad tez opis propagacji fal
dzwigkowych w wodzie moze by¢ bezposrednio zastosowany w opisie rozchodzenia si¢ fal w
rzeczywistych tkankach. Czastki osrodka w postaci drobin ciata stalego wprowadzaja
niejednorodnosci odpowiadajace za rozproszenie i absorpcje¢ — sktadowe calkowitego
tlumienia energii rozchodzacej sig fali.

Do opisu fali dzwigkowej wykorzystamy réwnanie sit Eulera wynikajace z drugiej zasady
Newtona, réwnanie cigglosci i réwnanie stanu dla cieczy.

Ruch cieczy jest zazwyczaj opisywany za pomoca dwéch réznych metod, Lagrange’a i
Eulera. W metodzie Lagrange’a przemieszczenie u elementu cieczy jest funkcja czasu i
poczatkowych wspétrzednych. Metoda ta jest bardzo wygodna w rozwigzywaniu
jednowymiarowych zagadnien. W metodzie Eulera rozpatrywane sa raczej zmiany ruchu w
czasie przy ustalonym polozeniu w przestrzeni. W metodzie Eulera pole pr¢dkosci opisane
jest wektorem v(x,y,z,¢), a pola cis$nienia p(x,y,z,t) 1 kondesacja s(x,y,z,t) sa polami
skalarnymi.

1.4.1. Réwnanie stanu dla cieczy

O ile dla gazéw idealnych obowiazuje izentropowe (akustyczne zjawiska sg na tyle
szybkie, ze proces jest adiabatyczny i odwracalny) réwnanie stanu to dla cieczy stosujemy
raczej fenomenologiczne podejscie i izentropowa zalezno$¢ migdzy cisnieniem 1 ggstoscig
osrodka wyznacza si¢ eksperymentalnie.

Niech cisnienie P jest pewna funkcja ggstosci p,

P-P,=f(p). (1. 21)
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gdzie:

P jest chwilowym ci$nieniem w punkcie (x,y,x),

P, jest cisnieniem spoczynkowym w stanie rOwnowagi,

p jest ci$nieniem akustycznym réwnym réznicy ci$nienia chwilowego i

spoczynkowego, p=P—PF,.

Odpowiednio p jest ggstoscig chwilowa osrodka w (x,y,z2), p, jest ggstoscia osrodka w
stanie rownowagi, gestos¢ akustyczna wynikajaca z chwilowych zmian ci$nienia jest réwna
réznicy gestosci chwilowej 1 spoczynkowej, p—p, .

Rozwijamy funkcj¢ f(p) w szereg Taylora

P=PF,+(p-p, )f’(p0)+(p_2’:°)f'(p0 JE.

Y (e V(3P . (1.22)
_ _ .\ PPy} | oF
=y +(p /)o)(aplo+ o (aploJr .....
Stad
p=P-F, =(,0—,00)f’(,00)+('0_2'70)f”(po)—l-....
' (1.23)

oP —p. V(orY
i) )
p Po 2! ap Po

Poniewaz p << P, oraz zmiany p—p, sa bardzo male, wigc mozemy pomina¢ wyrazy

wyzszych rzgddw zatrzymuja jedynie (p —p, ) 1 otrzymujemy liniowe réwnanie

p=(p—p0)(gpj : (1.24)
p Po

Cisnienie wyrazamy w Pascalach, 1Pa=1N/m2, natomiast ggstos¢ w kg/m3. Tloraz
ciénienia i gestoéci ma wymiar (m/s)?, czyli wyraza predkos$¢ w kwadracie: P/p=(predko$é)>.

Tak wigc
(ng =c’ (1.25)
p Po
1 po podstawieniu do (1.24) otrzymujemy réwnanie stanu,
p=(p-py)’. (1.26)

Wprowadzmy nastgpnie modut sprezystosci adiabatycznej (objetosciowy),

Po uwzglednieniu (1.24) otrzymujemy réwnanie stanu w postaci:



234 Andrzej Nowicki

p=(p_p° JB‘“’ (1.27)
Po
i stad predko$¢ dzwiegku jest rtéwna ¢ = _|—% .
Po
Jezeli kondensacja jest bardzo mata, s| <<1,to
p=sB,. (1.28)

1.4.2. Rownanie sit Eulera

Niech elementarna objgto$¢ Av porusza si¢ wraz z cieczg. Wypadkowa sita dziatajaca na
element Av pod wplywem réznicy cisnieh Vp jest réwna —Av-Vp. Z drugiego prawa
Newtona wiemy, ze sila ta odpowiada iloczynowi masy czastki —Av-p 1 jej przyspieszenia

a.Po przyréwnaniu obu sil otrzymujemy réwnanie
pa=-Vp. (1.29)

Jak juz wspomniano predkos¢ czastki ;(x,y,x,t) =\:(;,t) jest funkcja czasu i potozenia i
przyspieszenie jest suma dwoch sktadnikéw. Pierwszy zwigzany jest z lokalng zmiang
predkosci czastki w wybranym punkcie przestrzeni w czasie At, drugi natomiast wynika z

faktu poruszania si¢ czastki, ktéra pokonuje pewng droge Ar w czasie At.

-

—

. . . . - Dv )
Sktadowe wektora przy$pieszenia a sa wigc réwne a =F’ gdzie operator
t

D 0

rézniczkowania ma postat— = —+ v -V |
Dt ot
W rezultacie otrzymujemy réwnanie ruchu
pBH(;-v);}:-vp. (1.30)
1

Pierwszy skladnik w nawiasie nosi nazweg pochodnej lokalnej, drugi pochodnej
konwekcyjnej zwiazanej z ruchem czastki

pVx+[d( pvy)/ ox]dx
—_—]

PVx

|

|

|

|

I

|

|

:

|
dz !

b ] e
/ dy
dx

Rys. II1.3. Rozchodzenie sig fali podtuznej, réwnowaga sit dla fali ci$nienia.
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Dla fal dzwigkowych o niewielkich amplitudach p i p w niewielkim stopniu zmieniajg si¢
w czasie, a predkos¢ czastkowa v jest duzo mniejsza od predkosci fazowej rozchodzenia sig
dzwigku w wodzie. Dla typowych natgzen fal ultradzwigkowych w ultrasonografii predkos¢
akustyczna nie przekracza 10 cm/s, okoto 150 razy mniej od predkosci propagacii fali.

W takim przypadku w wyraZeniu na przy$pieszenie mozemy pomina¢ pochodna

S e b . . . av. L L
konwekcyjna (v-V)v. Przyspieszenie jest po prostu réwne a—v1 réwnanie sit staje sig¢ (w
t

przyblizeniu) réwnaniem liniowym.
Tak wigc zlinearyzowane réwnanie sit Eulera ma postaé

av

=-Vp. 1.31
at p (L.31)

1.4.3. Réwnanie ciagtosci

Réwnanie ciagtosci wyraza zasade zachowania masy. Zmiana masy elementu musi by¢
réwna réznicy masy wptywajacej 1 wyptywajacej przez element dV .

{pv,( —{pvr +a(pv"‘)dx}}dydz _9lev) (1.32)
' ' ox ox

Podobne wyrazenie obowigzuje dla pozostatych wspétrzednych y 1 z, tak, ze catkowity
przeplyw masy wyraza si¢ wzorem

( pv.) a(pv) a jdV—— Vo jav . (1.33)

ox dy

Szybkos¢, z jaka masa ro$nie w objgtosci jest rOwnania a—pdV istad
t

) -
P, vipv)=o0. (1.34)
ot

Jest to réwnanie nieliniowe, poniewaz p i1 v sa funkcjami zmiennych potoZenia. Drugi
wyraz to iloczyn pre¢dkosci czastkowej 1 chwilowej ggstosci, sg to zmienne akustyczne. Ale
jezeli w miejsce gestosci p podstawimy p =p O(1+ s) i p, bedzie dostatecznie wolnozmienna

funkcja czasu oraz s<<1, to po wstawieniu do nieliniowego réwnania ciagtosci (1.34)
mamy:

a(pog;rs))JrV((pO(Hs));):O. (1.35)

Poniewaz mozemy przyjac, ze p, nie zmienia si¢ w przestrzeni to rezultacie otrzymujemy

réwnanie liniowe

0,y 5o, (1.36)
ot



