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15. Transformata Fouriera sygnalu czasu dyskretnego

Rozpatrzymy ponownie model procesu probkowania przedstawiony na
rys. 14.1. Wynik g(¢#) probkowania jest otrzymywany jako iloczyn sygnatu

probkowanego u(¢) oraz sygnatu kluczujacego s(7) :

(15.1) g®)=u(t)s(t)
Jako sygnat kluczujacy przyjmiemy ciag impulséw Diraca:
(15.2) s(t) = repr, (1) = D 5(t—kT,)

fk=—c0

W tym przypadku funkcja gestosci widmowej wyniku probkowania g(¢) jest
nastepujaca:
(15.3) G(w) = j a(t)e /' dt = J' u(t)s(t)e 7 dt =

—00 —00

o0

- j u(t) > 8t —kT,) e dr="Y ukT,)e /"
k=—0

—o0 k=—0

Otrzymany wzor stanowi podstawe definiowania przeksztalcenia Fouriera dla
sygnatdow o czasie dyskretnym DTFT (discrete-time Fourier transform).
Przeksztalcenie to przyporzadkowuje ciagowi probek wu(kT,) transformate

i@, .
U, (e‘/w r )0 postaci:

(15.4) Ud(e-"”T » ): zu(kTP)e‘j“’kTP
k=—0

W ogolnym przypadku ciag probek u(k7,) ma nieskonczong dtugos¢.

Transformata U, (ej wT”) jest funkcja zmiennej @ i przyjmuje warto$ci zespo-
lone'. Funkcja

<

"W celu okreslenia warunkow istnienia transformaty zauwazmy, ze

< i|u(kTp)| < i|u(kTp)| .
k=—o0

k=—o0

Ud(ej{quj

e—ja)kTp
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(15.5) G(w) = Ud(eij” )

jest okresowa:

(15.6) G[(o+l‘;—”j= iu(kTp)exp{—j{w+l;—”}kTp}:

p k=—0 p

= iu(kTp)exp [— j(ka)Tp +lk27r)]= iu(kTp)exp [— j(a)kTp)]z G(a))

fk=—o0 k=—
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Rys. 15.1. Wykres wartosci

U, (eij” ) w funkcji @ dla ciagu probek (15.8).

Do obliczen przyjeto: T,=0.1[s], c= l[s_l] .

Przyktad 15.1. Rozpatrzymy impuls u(t) o nastepujqcej postaci.:

(15.7) u(r) = {exp(— ct), Jjeslit=0

0, jeslit <0
gdzie: ¢ — dodatni parametr. Utworzmy ciqg probek tego impulsu:

”(kTp): {exp(_ ckT, )’ jesli k>0

15.8
(158) 0, jesli k<0

joT, | . . ,
Transformata U, (ej “Tp ) ciqgu probek ma postac:
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(15.9) (;mr) ie T, = OKT, i( (c+jo)T, ) lﬁ%r
—e p

k=0 k=0

Wykres wartosci bezwzglednej U, (ej Ty ) w funkcji @ jest przedstawiony na
rys. 15.1.

Niech

(15.10) U(w) = ju(z)e*fw’dt

—00

bedzie funkcja gestosci widmowej sygnatu u(¢) czasu ciaglego. Zgodnie z roz-

wazaniami przeprowadzonymi w punkcie poprzednim funkcja ggstosci widmo-
wej sygnatu:

(15.11) g(t)=u(t)repr5(t)=u(t) ié‘(z—kTp)
k=—x
jest nastgpujaca:
(15.12) G(m):irepz,,U(w) = Z U[ —k—j
I, "+ T, /= T,

P

W przypadku, gdy funkcja gestosci widmowej U (a)) spetnia warunek:

(15.13) U(w)=0 dla o>
T,

mamy:

(15.14) G(a))zTLpU(a)) dla |a)|<%

Przyktad 15.2. Rozpatrzymy impuls u(t) o nastepujqcej postaci.:

{1, jesli te[0,T)
(15.15) u(t) =

0, poza tym
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Dla okresu probkowania T, <T utworzymy ciqg prébek:

) 1, jesli ke{o,lJ
(15.16) ulkT, )= T,

0, poza tym

Po oznaczeniu liczby niezerowych probek przez N otrzymamy:

( ijp)_ N-1 7_jwkTF _N*l( _jaT, )k _1 e—ijTp
(1517) Ud e —Ze —Z e —m

k=0 k=0 -

Jesli NT,, =T, otrzymujemy:

. - joT
(15.18) Ud(e-""Tp)zleW
l1-e ’
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Rys. 15.2. Wykres T—U(Ziy’

P

U d(e‘i ! )‘ , b) wykres

Do obliczen przyjeto: T, =0.1[s], N=10.

W celu sprawdzenia (15.14) obliczymy, ze funkcja gestosci widmowej impulsu
(15.15) jest nastepujqaca:
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0 ) T ‘ 1— e_ij
(15.19) U(w) = j u(t)e 1@ dt = j e /g =—5
—00 0 Jo
Dla matych wartosci @T,, mamy:
. _ —joTl _ —joTl
(15.20) ) ) I S S W7
-/ 1-(1-jol,) T,

Uzyskany wynik potwierdza, ze G(a))zU 4 (ej Ty ) U (a)) dla matych wartosci

~ L
TP
oT, . Wykres modutu funkcji gestosci U, (ej oy ) zostat przedstawiony na rys.

15.2.

Niech u(0),u(T p),...,u[(N —l)T p] oznacza probki tak wybrane, ze

wszystkie inne przyjmuja wartosci zerowe. W tym przypadku wzor (15.4)
przyjmuje postac:

(1521) U (&)=Y uler, e
k=0
Interesujace wyniki otrzymuje sig, obliczajac wartosci funkcji gestosci

U, (ej Ty ) dla pulsacji:

(15.22) w0=2Z" sdzie: ne[o,N-1].
T, N

Z wzoru (15.21) otrzymujemy:

27 n
15.23 U ——T ||=
( ) {GXP[] T, N pﬂ

N-1 272_ n N-1 "
= u(kT,)exp —jT—WkTp = u(kT,)wy"
k=0 k=0

P

gdzie:

A1
(15.24) wy = exp(ﬂ;rﬁj
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Jak wiemy, wyznaczona dla wektora probek (u(O),u(T p),...,...u[(N —1)T p] )

transformata DFT ma posta¢ wektora ((7 0> (71 s U, N-1 ) , gdzie:

N-1
(15.25) U, =D u(kT,)wy" n=0,1,...,N-1
k=0
Z wzoru (15.23) wynika zatem, ze obliczona na podstawie probek transformata
DFT jest réwna ciagowi probek funkcji gestosci Uy, (e] Ty ) pobranych
w punktach okreslonych wzorem (15.22). Przesledzimy konsekwencje tego

faktu. Przy spemieniu warunku (15.13) i po uwzglednieniu wzoru (15.14)
otrzymujemy:

N-1
— _ 27T n 1 27 n
15.26 U, = E u(kT YW =U | exp| j22—T. ||2—U| ===
( ) ! kzo(")N ‘{ p(]TpN”H T, [T NJ

Zaleznos$¢ ta oznacza, ze w przypadku ograniczonosci pasma sygnatu u(z) —
w sensie spetnienia warunku (15.13) — mozna wykorzysta¢ transformate DFT do
aproksymacji funkcji ggstosci U (a))

Przykiad 15.3. Rozwazymy  impuls  prostokqtny  przedstawiony
w przykladzie 15.2. Przyjmiemy: T =1[s], T, =0.1[s]. Rozpatrzymy nastepujacy

ciqg probek tego sygnatu:
(15.27) [(0), (7 )..,ulo7, )| =[1.1,1,1,1,1,1,1,1,1 ]

P

Wykres transformaty DFT obliczonej dla tego ciqgu (na tle funkcji gestosci
1 .
T_U (@) oraz U, (ej Ty ) zostal przedstawiony na rys. 15.3.
P
Dla porownania na rys. 15.4 sporzqdzono analogiczne wykresy dla
nastepujqcego ciqgu probek tego samego sygnatu:

(1528)  [u(O)u(T,)....u(197, )] =[1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 ]

p

U,

transformaty DFT ciqgu (15.28).

Na rys. 15.4b wartosci te naniesiono w postaci punktow.

Na rys. 15.4a prqzki oznaczajq wartosci
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Rys. 15.3. a) Wykres TLU(a))

P

, b) wykres . Prazki (zakonczone punktami)

transformaty DFT ciagu (15.27)

a) 1 _b)

Rys. 15.4. a) Wykres , b) wykres

U, (e_/pr )

1
—U(w),
Ty

Czesto wygodnie jest zaznacza¢ wyraznie, ze funkcja ma argument dys-
kretny. W tym celu stosuje si¢ czgsto oznaczenie: u(kT p): ulk]. Wowczas wy-

korzystuje si¢ takze pojgcie pulsacji znormalizowanej, okreslonej nastgpujaco:
(15.29) v=oT,

W tym przypadku wzér (15.4), definiujacy transformate DTFT, zapisuje si¢
W postaci nastepujacej:



